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های غيرخطي بر اساس توليد دنباله  بهبود تخمين ناحيه جذب سيستم

 توابع لياپانوف

3نيا ابوالحسن رزمي          2وحيد ميگلي               1مژده حيدری

ايران -بوشهر -خلیج فارسدانشگاه  -دانشکده مهندسي  -مهندسي برق گروه -دانشجوی دکتری -1
 heydarimojdeh69@gmail.com 

ايران -بوشهر -دانشگاه خلیج فارس -دانشکده مهندسي -گروه مهندسي برق -استاديار -2
 meigoli@pgu.ac.ir 

-دانشگاه خلیج فارس -نشکده مهندسيدا  -گروه مهندسي برق -های دينامیکي و کنترل،  آزمايشگاه سیستم -دانشیار3- 

 ايران -بوشهر 
razminia@pgu.ac.ir 

های دينااميکي اسا ی يکاي از باربردهاای تحليا  يک روش مؤثر در اثبات پايداری نقاط تعادل سيستم روش لياپانوف :چکيده

شود به لياپانوف انتخابي، بخشي از ناحيه جذب تخمين زده مي تابع  بلي، بسته به فرم لياپانوف، تخمين ناحيه جذب اس ی در حال

-ای، روشي پيشنهاد ميلزوماً بهترين تخمين نيس ی در اين مقاله، با ارائه يک الگوريتم توليد توابع بانديد لياپانوف، به صورت دنباله

يابدی ايده اساساي تولياد اایاای    ه جذب، نسب  به مرحله قب ، بهبود ميگردد به از طريق آن، در هر گام رو به جلو، تخمين ناحي

دنباله مزبور، تربيب خطي تابع بانديد لياپانوف با مشتق آن، جه  ساختن يک تابع لياپانوف جديد اس ی متناظر با هر تابع باندياد  

شده، زيرمجمواه تخمين بعدی زدهه جذب تخمينشود به در فرايند توليد توابع جديد، هر ناحيلياپانوف، يک ناحيه جذب حاص  مي

 سازی شده اس یاس ی در پايان برای نشان دادن توانايي نتايج نظری به دس  آمده، چند مثال اددی شبيه

.های غيرخطي، دنباله توابع لياپانوف، پايداری مجانبي، بهبود ناحيه جذبسيستم: بليدی های واژه

 10/4/1397: مقاله ارسالتاريخ 

 24/09/1397 تاريخ پذيرش مشروط مقاله:

25/10/1397:  تاريخ پذيرش مقاله

 نیا ابوالحسن رزميدکتر  :ی مسئولنام نويسنده

آزمايشگاه  -گروه مهندسي برق –مهندسي  دانشکده –خلیج فارسدانشگاه  – شهید ماهینيخیابان  – بوشهر –ايران  ی مسئول:نشاني نويسنده

و کنترل های دينامیکي سیستم
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هلای  پايداری لیاپانوف يک ابزار استاندارد در تجزيه و تحلیل  سیسلتم  

دانیم در تحلی  پايلداری نططله   که ميدينامیکي غیرخطي است. چنان

تعادل يک سیستم غیرخطي با استفاده از روش مستطیم لیاپانوف، بايد 

)يک تابع  )v xپانوف، چنان تعیین گردد که خلود  ، موسوم به تابع لیا

)تابع )v x [ از 2و1مثبت معین و مشتق آن، منفي نیمه معین باشد .]

های کنتلرل غیرخطلي   ايده لیاپانوف در تحلی  و طراحي انواع سیستم

هلای  شود. يکي از موضوعات مهم در حوزه تحلی  سیسلتم استفاده مي

است. در واقع ناحیه جلذب     ROAيا  1غیرخطي، تخمین ناحیه جذب

کننده از آن، ای از فضای حالت است که مسیرهای حالت شروعمحدوده

گرايند. معملو  در بسلیاری   در نهايت به سمت نططه تعادل سیستم مي

 از سیستم ها اين ناحیه ساده نبوده و شک  پیچیده ای دارد.

هلا  زمینله در سال های اخیر، تخمین ناحیه جذب در بسلیاری از  

هلای زيسلتي   [، سیسلتم 6[، ترافیک ]5[، اقتصاد ]4و3مانند پزشکي  ]

هلای  [  کاربرد يافته است. يکلي از روش 8[ و فرايندهای شیمیايي ]7]

کلاسیک در تخمین ناحیه جذب، اسلتفاده از روش مسلتطیم لیاپلانوف    

باشد. اما از آنجا که قضیه لیاپانوف، شرطي کافي برای پايداری نططه مي

دهد، پس بسته به انتخاب تلابع کانديلد لیاپلانوف،    تعادل، به دست مي

تواند بزرگ يا کوچک باشد.  لذا توسعه روشي ناحیه جذب تخمیني، مي

يابي به يک بخش بزرگ از ناحیله جلذب، ملورد توجله     به منظور دست

-[. در ادامه چند نمونه از شلیوه 13 - 9محططین اين حوزه بوده است ]

 شود.ور ميهای متداول مر

های خطي ماتريسلي،  [ يک روش جديد بر اساس نابرابری14در ]

های با ابعاد بزرگ ارائه شلده  ای برای تخمین ناحیه جذب سیستمايده

است. مزيت اصلي اين روش، توانلايي آن در کلاهش تعلداد متهیرهلای     

هلای سلاختاری بلر تلابع     سازی است که بدون تحمی  محدوديتبهینه

کنلد کله بله تبلع آن،     نین کنترل غیرمتمرکزی تولید ملي لیاپانوف، قوا

زند. يک تکنیلک قابل  اجلرا    ناحیه جذب را با دقت بهتری تخمین مي

از    SOSيلا   2برای ساخت توابع لیاپانوف به صلورت مجملوع مربعلات   

-[ با استفاده از روش عددی برنامه15جملات چندجمله ای است. در ]

هلای غیرخطلي   رای سیسلتم ريزی مجملوع مربعلات، ناحیله جلذب بل     

[ ارائله شلده   16شود. يک روش ديگر در ]ای تخمین زده ميچندجمله

سلازی بلا در   است که با فرموله کردن مسأله در قالب يک مسأله بهینله 

های اضافي، مطابق نظر گرفتن يک سری قیود جهت جلوگیری از پاسخ

ف را شده، بهترين ناحیه جذب براساس تابع لیاپلانو يک شاخص تعريف

 زند.تخمین مي

در حالت کلي، بر اسلاس فلرم تلابع لیاپلانوف انتخلابي در ا بلات       

پايداری نططه تعادل يک سیستم، معمو ً فطط بخش کوچکي از ناحیله  

[ کله در واقلع بلا    17جذب قاب  محاسبه است. رهیافت ارائه شده در ]

ف جديد، استفاده از مشتطات مراتب با تر تابع لیاپانوف، يک تابع لیاپانو

تلر  تواند نططه شروعي برای تخمین ناحیه جذب بزرگکند، ميارائه مي

در نظر گرفته شود. در واقع در اين مطاله بنا داريم که روش پیشنهادی 

[ را به نحوی اصلاح و تعمیم نمايیم که از آن طريق، ناحیه جلذب  17]

ز توابلع  ای اايده اصلي اين نوشتار، تولید دنبالله  .بزرگتری حاص  گردد

کانديد لیاپانوف، بر پايه يک تابع لیاپانوف اولیه است که در هر گلام رو  

 دهد.   تر را نتیجه ميبه جلو، ناحیه جذب بزرگ

 2ای کوتاه، در بخش ساختار مطاله به قرار زير است: پس از مطدمه

گردد. نتابج نظلری  نیازهای ضروری مرتبط با اين نوشتار مرور ميپیش

ارائه شده است. قوت روش ارائه شده در قاللب   3در بخش  اصلي مطاله

به نمايش گذاشلته شلده اسلت.     4شده در بخش سازیهای شبیهمثال

شده به همراه پیشنهادهايي بلرای  بندی رئوس مطالب ارائهنهايتاً، جمع

 بخش اين مطاله خواهد بود.، پايان5کارهای آينده پژوهشي در بخش 

نيازهاپيش -2
لیاپانوف معیار تحلی  پايداری قاب  اجرا در سیستم های  روش پايداری

دينامیکي غیرخطي است. ايلن روش بلرای تجزيله و تحلیل  پايلداری      

حالللت تعللادل يللک سیسللتم دينللامیکي نیازمنللد بلله يللک تللابع       

)لیاپانوف )v x است که او( )v x   انیلاً  يک تابع مثبت معین باشلد و

مشتق مرتبه اول آن در راستای پاسخ سیستم يک تلابع منفلي معلین    

باشد. اگر مشتق مرتبه اول تابع کانديدای لیاپانوف منفي معین نباشلد  

توان از ترکیب خطي مشتطات مراتب با تر تلابع لیاپلانوف اسلتفاده    مي

کرد تا نطش منفي معین نبلودن مشلتق مرتبله اول تلابع لیاپلانوف در      

 [.17ايداری جبران گردد ]تحلی  پ

)برای سیستم دينلامیکي   )x f x    0فلر  کنیلد( , )x t 

)دهنده مسیر حالت نشان )x t 0آغاز شده از 0( )x t x   به صلورت

 زير تعريف شده باشد:

(1)
0

0 0

0 0

( ) ( , )

( ,0)

( , ) ( ( , ))


 





 t

x t x t

x x

x t f x t





 

در اين صورت ناحیه جذب برای اين نططه تعادل بله صلورت زيلر    

 گردد:تعريف مي

(2)0 0{ :lim ( , ) 0}


  n

t
x x t

)برای يک تابع لیاپانوف معین ماننلد   ) 0v x     يلک مجموعله

 کنیم:ه صورت زير تعريف ميب Wمانند 

(3){ | ( ) 0}  nW x v x

 Wای از يک تخمین اولیه از ناحیه جذب در قاللب زيرمجموعله  

 باشد:با تعريف زير قاب  حصول مي Rتحت عنوان 

(4){ | ( ) }  nR x v x C

آن را تلر     W، با شروع از 1در شک   1به عنوان نمونه، مسیر 

باقي مانلده   Rهمواره در  Rبا شروع از  2که مسیر کند در حاليمي

-بلزرگ  Cتلرين  با اين رهیافت، بزرگ  شود.نهايتاً به مبدأ همگرا مي

قابل  1ها در شلک   دهد. اين توصیفترين ناحیه جذب را به دست مي
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تلرين  ، بزرگ Wباشد. بنابر تعريف تابع لیاپانوف و مجموعه رؤيت مي

 هد بود:به صورت زير خوا  Cمطدار 

(5) inf{ ( )}
x w

C v x  

با اين حال، هیچ روش سیستماتیکي برای ساخت توابع لیاپانوف با 

 هدف دسترسي به تخمین ک  ناحیه جذب وجود ندارد. 

 

 

 

 لياپانوفیناحيه جذب اوليه در روش  (:1)شک  

 نتايج نظری -3

)يک سیستم دينامیکي خلودگردان ماننلد   )x f x   مفلرو  اسلت

f(.)که Cباشلد. بلا فلر  پايلداری     و نططه تعادل آن، مبدأ مي

)مجانبي اين نططه تعادل، تابع لیاپانوفي به شک   ) : nv x 

)یريم کله گبرای آن در نظر مي ) v x C  و nx   پاسلخي از

0سیستم داده شده است.  فر  کنید نططه آغلاز در لحظله   0t   در

قرار داشته باشد و مطدار تابع لیاپانوف در اين نططه برابلر   0xمختصات

0( )v x  0باشد. متناظر با  همه نطاط روی مسیر تولید شده توسطx 

تحت دينامیک سیستم در فضای حالت، در هلر زملان معلین،  مطلدار     

)0عددی  )v x شود که اين مطدار تخصیصي به هلر  تخصیص داده مي

) نططه در هر زملان توسلط تلابع     , )u x t     نمايانلده  بله صلورت زيلر

 شود: مي

(6) 
0( ( ), ) ( )u x t t v x  

)که در آن , ) :  nu x t فر  کنید  .R  شلده  تعريلف

 t*یه جذب باشد. روشلن اسلت اگلر يلک     بخشي از ناح (4)در رابطه 

)*وجود داشته باشد که به ازای آن  )x t R  در اين صورت مجموعه

 باشد:زير نیز جزء ناحیه جذب مي

(7) *
0 0{ : ( , ) }M x x t R   

را در  Rبلا نملاد     1)شک  حال ناحیه جذب نشان داده شده در 

 گردد: نظر بگیريد که به صورت زير بازنگاری مي

(8) 
0

0 0

( )

[ ( )] ( ) 0

v x C

v x f x



 

  

زير در همله زملان   ، ناحیه uبدين ترتیب با توجه به تعريف تابع 

 باشد:ها بخشي از ناحیه جذب مي

(9) ( ) { : ( , ) }uR t x u x t C   

دلی  اين نکته واضح است زيرا همه نطاطي که مطدار تخصیصي به آنهلا  

د کله ايلن هلم    گراينل ملي  Rاسلت نهايتلاً بله     Cکمتريلا  مسلاوی   

کند. بنابرتعريف، به صورت مجانبي به سمت نططه تعادل سوق پیدا مي

)تابع , )u x t ای تعیین شده است که:به گونه 

(10) 0 0( ( , ), ) ( )u x t t v x   

)0از طرفللي بللا توجلله بلله تعريللف   , )x x t تللوان نوشللت:مللي 

0 ( , )x x t :بنابراين . 

(11) ( , ) ( ( , )), ,u x t v x t x t    

تر را توان ناحیه جذب بزرگ، ميuپس بدين ترتیب با محاسبه تابع 

های مهم اين تابع، در قالب قضیه زير بیان تعیین نمود. يکي از ويژگي

 شده است.

)فر  کنید ناحیه جذب متناظر با تلابع لیاپلانوف    :1قیيه  )v x   بله

)1 ابلت، ناحیله    1tنشان دهیم. آنگاه برای هر  vRصورت  )uR t   بلا

عبارت ديگلر، زو   دار بودن، بخشي از ناحیه جذب است. به فر  کران

 ناحیه جذب به صورت زير خواهد بود: - تابع لیاپانوف

(12) 

1 1

{ : ( ) }

( ) { : ( , ) }

v

u

v R x v x C

u R t x u x t C

  

  
 

 

0x: فر  کنید اثبات R  باشد، آنگاه مطابق تعريف تابعu 

)0داريم:  , ) ( )u x t v x C    0که با فر   ابت بودنx مي-

 مشتق گرفت: tتوان از طرفین اين عبارت به صورت زير نسبت به 

(13) [ ( , )] ( ) ( , ) 0
x t
u x t f x u x t 

 
   

ای، جملله دوم  و قاعلده مشلتق زنجیلره    (11)با استفاده از رابطه 

 عبارت فوق به صورت زير قاب  نوشتن است:

(14) 

( )

( )

0 0

( , ) ( ( , ))

[ ( ( , ))] ( , )

[ ( ( , ))] [ ( , )] ( 1)

[ ( )] ( )

t t

t

t t

u x t v x t

v x t x t

v x t f x t

v x f x



 

 

 
 

  
  





 

   

     

  

 

 هیم داشت:خوا (13)در رابطه  (14)با جايگذاری رابطه 

(15) 
0 0[ ( , )] ( ) [ ( )] ( )

x
u x t f x v x f x 


   

تابع لیاپانوف است، سمت راست عبارت فوق،  vبا توجه به اينکه 

تللوان گفللت روی مجموعلله باشللد کلله بللدين ترتیللب مللي منفللي مللي

1( , )u x t C :رابطه زير برقرار است  

(16) 1[ ( , )] ( ) 0
x
u x t f x


  

 

{ | ( ) 0}W x v x   

( )v x C  
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1tرابطه بدست آمده به اين معني است که برای يک زمان  ابت 

)1در ناحیه جذب معرفي شده با , ) u x t C    مشتق تلابع کانديلدای

)1لیاپانوف , )u x t  نسبت به زمانt ،   منفي است. ضمناً بنابر تعريلف

 ، مثبت معین بودن آن نیز روشن است:  uتابع 

(17)1

1

(0, ) 0

0    ( , ) 0

u t

x u x t



  

)1توان اعلام کرد تلابع  بدين ترتیب مي , )u x t    يلک کانديلدای

کرانلي شلعاعي نیلز    پانوف است که بسته به مسأله هرگاه شلرط بلي  لیا

باشلد  برقرار باشد، در اين صورت تابع مزبور قطعاً يک تابع لیاپانوف مي

1که به ازای  0t   زند تری از ناحیه جذب را تخمین ميبخش بزرگ

□کند. که ا بات را کام  مي

شود که محاسبه تلابع  چنین استنتا  مي، فوقبا استفاده از قضیه 

( , )u x t تلری  های منفي، مستطیماً به تخمین بخش بزرگبرای زمان

انجامد. اما در حالت کللي، ارائله يلک روش تحلیللي     از ناحیه جذب مي

)برای محاسبه  , )u x t لذا بدين منظلور، در ادامله   پذير نیست. امکان

 گردد.ک روش عددی پیشنهاد ميي

)برای تابع دومتهیلره   , )u x t      تلوان  بنلابر تعريلف مشلتق، ملي

تطريب زير را نوشت: 

(18) ( , ) ( , ) ( ) ( , )
t

u x t t u x t t u x t


     

شود:به صورت زير ساده مي ، عبارت فوق(13)با استفاده از رابطه 

(19) ( , ) ( , ) ( )[ ( , )] ( )
x

u x t t u x t t u x t f x


     

)از آنجا که هدف ما محاسبه مطدار تابع  , )u x t هلای  برای زمان

0منفي است، پس به ازای يک     نمادهای زيلر را انتخلاب ملي ،-

نمايیم:

(20) 

    0,1,2,3,...

t

t k k





  

  

: داريم (19)در  (20)با جايگذاری رابطه 

(21)( , ( 1) )

( , ) [ ( , )] ( )
x

u x k

u x k u x k f x



   


  

  

، مطدار اولیه به صلورت   u ابت بنابر تعريف تابع  xبه ازای يک 

 زير خواهد بود:

(22) ( ,0) ( )u x v x  

توان دنباله ای از توابع کانديد حال با اجرای اين الگوريتم ساده مي

)لیاپانوف , )u x k  0,1,2,3برای,...k    را بدست آورد و هلر

تری نسبت به قبلي بله صلورت   تابع کانديد لیاپانوف ناحیه جذب بزرگ

)رابطللله , ) u x k C     بللله دسلللت خواهلللد داد. حلللال بلللا

)تعريف , ) ( )  ku x k v x را به صورت زيلر   (21)توان رابطه مي

 بازنويسي کرد:

(23)1( ) ( ) ( ) 0,1,2,3,...    k k kv x v x v x k

بلله عبللارت ديگللر، در روش عللددی تولیللد دنباللله توابللع کانديللد 

لیاپانوف، تابع لیاپانوف جديد به صورت ترکیب خطي تابع مرحله قبل   

ادگذاری اين اسلت  آيد. يکي از مزايای اين نمبا مشتق آن به دست مي

هلای  توان به صورت مستطیم نشان داد طي اين دنباله، مجموعله که مي

به طور مشخص بلا فلر    . 3شودتر ميشده در هر مرحله، بزرگساخته

)0در اختیار داشتن ناحیه اولیه بله صلورت    )v x C خلواهیم  ، ملي

)1نشان دهیم ناحیه  )v x C  بلا  تلر اسلت.   ناحیله اولیله بلزرگ   از

چنین بلا توجله بله لیاپلانوف بلودن همله       و هم (23)استفاده از رابطه 

 توان نوشت:اعضای دنباله، مي

(24) 1 0 0

1 0 0

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( ) 0

  

  

v x v x v x

v x v x v x




 

هلای پیشلین   سمتبا توجه به روش تخمین ناحیه جذب که در ق

شود که تخمین جديد ناحیله جلذب بلر اسلاس     گفته شد، ملاحظه مي

،  نیز بايد دارای نمايش مشابهي باشد؛ بله عبلارت   اعضای جديد دنباله

)1ديگر برای  )v x :داريم 

(25) 
1 1{ | ( ) }R x v x C   

C تعريف شده توسط پلارامتر  4در واقع مجموعه سطحي در هلر گلام    

-تر شدن ناحیه جلذب ملي  شود که به معنای بزرگتر ميدنباله، بزرگ

1Rباشد؛ به عبارت ديگر  R دلی  اين نکته با توجه به معادله اول .

مي (24)از رابطه  توضلیح داد: تلابعتوان بدينرا يلک تلابع0vصورت

توجله بله لذا بلا است. منفي و مشتق آن مثبت خود که است لیاپانوف

ميمثبت بودن 1شودنتیجه 0v vچنلان از روی. 2)شلک   کله

مي متناظر بانیز ديده سطحي مجموعه مجموعلهبزرگ1vشود، از تلر

 .است  0vمتناظر با 

1Rبزرگتر شدن ناحيه  (:2)شک  

[ انجام شده است اساساً پیشنهاد يک تابع 17اری که در ]ک

لیاپانوف برای ا بات پايداری نططه تعادل سیستم است که تنها بر فر  

مثبت معین بودن خود تابع انتخابي اولیه، بدون نیاز به منفي معین 

باشد. سپس با ترکیب خطي آن تابع مثبت بودن مشتق آن، متکي مي

شود که هیچ ر، تابع کانديد لیاپانوف تشکی  ميو مشتطات مراتب با ت

C

x

1( )v x

{  ( )  }R v x C 

1 1{ ( )  }R v x C 

0( )v x

20
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کند. اما در اين نوشتار، ما اظهار نظری درباره تخمین ناحیه جذب نمي

با فر  در اختیار داشتن يک تابع لیاپانوف اولیه، به روش تکرارهای 

-ع کانديد لیاپانوف را ميای از تواب، دنباله(23)متوالي مطابق رابطه 

تری از ناحیه جذب، تخمین های بزرگسازيم که از طريق آن، بخش

، (23)و با کمک رابطه   کوچک چنین تنها با فر  شود. همزده مي

 شوند.ساخته ميتر توابع کانديد به منظور تخمین ناحیه جذب بزرگ

 هاسازیها و شبيهمثال -4

-گفته ملي در اين بخش با ارائه چند مثال، به تشريح نتايج نظری پیش

 پردازيم.

 

 شده با رابطه زير مفرو  است:سیستم غیرخطي توصیف :1مثال

(26) 

3
1 1 2

3
2 1 2

   


 

x x x

x x x
 

 نطاط تعادل اين سیستم عبارتند از:

(27) {(0,0),(1,1),( 1, 1)}E     

 

2با انتخاب تابع لیاپلانوف   2
0 1 2( )v x x x     بله سلادگي پايلداری ،

شود. مشتق اين تابع بله صلورت   نتیجه مي (0,0)محلي نططه تعادل 

 زير است: 

(28) 

0 1 1 2 2

3 3
1 1 2 2 1 2

2 2
1 2 1 2

( ) 2 2

2 ( ) 2 ( )

2( )( 1)

 

    

  

v x x x x x

x x x x x x

x x x x

 

)0ای که در آن  بنابراين ناحیه )v x  :منفي است عبارتست از 

(29) 
0

1 2

{ | ( ) 0} {0}

   { | ( 1) 0}

 

  

W x v x

x x x
 

xتوجه نمايید برای  W  .رابطه زير برقرار است 

(30) 2 2
0 1 2 1 2( ) 2 2v x x x x x     

0infبه صورت  Cلذا با محاسبه  ( )
x W

v x  مرز ناحیه جذب متناظر به

 شود:شک  زير تعیین مي

(31) 2 2
1 2 1 2{( , ) | 2}R x x x x    

2Cکه در آن  از روش تولید دنباله توابع کانديد  . حال با استفاده

کوچک دلخواه  لیاپانوف به صورت تکرارشونده و در نظر گرفتن يک 

 توان نوشت:مي

(32) 

1 0 0

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1 0 0

( ) ( ) ( )

        ( ) 2 ( )( 1) 0

( ) ( ) ( ) 0

 

     

  

v x v x v x

x x x x x x

v x v x v x







 

)0با محاسبه )v x 0و( )v x :خواهیم داشت 

(33) 

2 2
1 1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2

2 2 4 4
1 2 1 2 1 2

( ) 2( )( 1)

        [4( )( 1)

        2( )( 2 )]

  

  

    

v x x x x x

x x x x

x x x x x x

  

برای همله   Cنکته مهم در اين مثال، قابلیت استفاده از يک  ابت 

)نواحي جذب  )kv x C  1است که اينک برای( )v x   نشلان ملي-

بر روی   (26)یه جذب سیستم  شود مرز ناحدهیم. به سادگي ديده مي

-قرار دارد که يکي از نطاط تعادل سیستم مذکور نیز مي   (1,1)نططه  

)1باشد. مطدار تابع  )v x     در اين نططه تعادل به صلورت زيلر محاسلبه

 مي شود.

(34) 1 0 0(1,1) (1,1) (1,1) v v v
0

0 (1,1) 2 v
 

)1پس ناحیه جذب تخمیني توسط  )v x     به صورت زيلر خواهلد

 بود:

(35) 1 1{ | ( ) 2}R x v x   

توان نشان داد اين تخمین جديلد از ناحیله جلذب،    به سادگي مي

تر است. برای ا بات اين موضوع، فر  بزرگ Rنسبت به تخمین اولیه 

x*کنید  R   باشد. بنابر تعريفR توان نوشت: مي 

(36) 

*
0

*
0

( ) 2

( ) 0

 




v x

v x
 

 دهد:که نتیجه زير را به دست مي

(37) * * *
1 0 0( ) ( ) ( ) 2  v x v x v x  

*که اين يعني 
1x R.   از طرف ديگر هرگاهx W آنگاه : 

(38) 
0

0

( ) 2

( ) 0






v x

v x
 

 دهد:که نتیجه مي

 

(39) 1 0 0( ) ( ) ( ) 2  v x v x v x  

 

1xو اين هم يعنلي  R.  1بنلابراين R R W  نتیجله شلبیه .-

0.05سازی اين سیستم برای    آورده شلده اسلت.     3شلک   در

شلود در هلر گلام تکلرار الگلوريتم تولیلد توابلع        که ملاحظه ملي چنان

شلود.  تلری تخملین زده ملي   بلزرگ کانديدهای لیاپانوف، ناحیه جلذب  

شللايان رکللر اسللت هملله ايللن نللواحي توسللط مجموعلله سللطحي      

( )kv x C  د.گردتعريف مي 
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0.05با  1شده برای مثال زدهنواحي جذب تخمين (:3)شک   

 وضند:های زير مفر: سیستم2مثال 

(40)
1 1 1 2

1
2 2

1 2
2

2 1 2 1 2

1 2
3

2 1 2 1 2

2
:

:
2 3

:

  


 




   

 


  

x x x x
S

x x

x x
S

x x x x x

x x
S

x x x x x

روشن است مبدأ مختصات فضای حالت، نططه تعادل هر سله سیسلتم   

تلوان بلا انتخلاب تلابع     ای سلاده ملي  باشد. علاوه بر اين با محاسلبه مي

2لیاپانوف  2
0 1 2( )  v x x xسله تعادل بلرای هلر نشان داد، نططه

سللتم، پايللدار مجللانبي اسللت. بللدين ترتیللب بللا اجللرای الگللوريتم  سی

0.05بله ازای  (23)تکرارشونده    ای از توابلع  تلوان دنبالله  ، ملي

کانديد لیاپانوف برای هر سیستم تولید کرد کله متنلاظر بلا هلر عضلو      

آيد. در اينجا نیز با هر گلام  ه جذب به دست ميدنباله، تخمیني از ناحی

سلازی  شود. نتلايج شلبیه  تری حاص  ميرو به جلو، ناحیه جذب بزرگ

آورده شلده   6و  5، 4هلای  برای هر سه سیستم، بله ترتیلب در شلک    

است. بزرگ شدن نواحي جذب تخمینلي از روی شلک ، کلاملاً محلرز     

 .باشدمي

1Sشده مربوط به سيستم زدهنواحي جذب تخمين (:4)شک  

2Sشده مربوط به سيستم زدهنواحي جذب تخمين (:5)شک  

3Sشده مربوط به سيستم زدهنواحي جذب تخمين (:6)شک  

3

2

1

0

( ) 2

( ) 2

( ) 2

( ) 2

v x

v x

v x

v x









2x

1x

2x

1x

2x

1x

2x

1x

2x
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 گيرینتيجه -5

در اين مطاله، بر اساس انتخاب يک تابع لیاپانوف اولیله، بلا اسلتفاده از    

ای از توابع کانديد لیاپانوف تولید شد کله  يک روش تکرارشونده، دنباله

-شده، بخلش بلزرگ  در هر گام رو به جلو، هر يک از توابع جديد تولید

نلد. نکتله مهلم تولیلد دنبالله      دهتری از ناحیه جذب را به دسلت ملي  

کانديدهای لیاپانوف بر اساس ترکیب خطي تابع مرحله قب  بلا مشلتق   

آن تبیین گرديد که در مطايسه با کارهای مشابه، يک نوآوری محسوب 

شود. ايده اصلي تخملین ناحیله جلذب بله کملک روش مزبلور، در       مي

را در گذر تعريف يک تابع دو متهیره نهفته است که مطدار عددی  ابتي 

گیری کند. بدين ترتیب، با معکوسزمان برای هر مسیر حالت حفظ مي

تری در تخمین ناحیه جذب دست يافتیم. های بزرگزماني، به مجموعه

شلده بله وسلیله    زدهچنبن گفتني است همه نواحي جلذب تخملین  هم

تعريف شلدند   Cروش ارائه شده در اين مطاله، توسط يک مطدار  ابت 

های سطحي متنلاظر بلا هلر تلابع کانديلد      که منجر به معرفي مجموعه

 لیاپانوف جديد گرديد.
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 ها سيرنويز
1 Region of attraction
2 Sum of squares

تبیین شد. 1اين نکته پیش از اين در قضیه 
4 Level set
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