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 های  ي توزيع ميدان مغناطيسي در ماشينسازی تحليل مدل

   نوع شعاعيداخلي دايم  -مغناطيس 
 

2فردريک دوباس   1علي جباری
 

 ایران -اراک -اراکدانشگاه  -فنی و مهندسیدانشکده  -گروه مهندسی مکانیک -استادیار-1
.ac.iraraku@jabbari-a 

 فرانسه -بلفورت -بورگوئن فرانچدانشگاه  -مرکز تحقیقات علم و صنعت فمتو،گروه انرژي -دانشیار-2
FDubas@gmail.com 

 

 

 

های  گشتاور الکترومغناطيسي در ماشين در اين مقاله به ارايه يک مدل تحليلي دقيق برای محاسبه ميدان مغناطيسي و:چکيده

های مدل پيشنهادی، ملاحظه تاثير شيارهای استاتور، جهت  از ويژگيشود.  دايم داخلي نوع شعاعي پرداخته ميمغناطيس 

باشد. روش ارايه شده مبتني بر حل معادلات لاپلاس، پواسون و ماکسول در دستگاه  پيچ مي مغناطيسي آهنربای دايم و الگوی سيم

از روش پيشنهادی برای محاسبه باشد.  از توابع هايپربوليک مي گيری ز روش زير ناحيه و بهرهاستفاده امختصات شبه کارتزين با 

استفاده شده است. نتايج مدل تحليلي قطب  8-شيار 18شعاعي يعني موتور سه فاز عملکرد يک ماشين مغناطيس دايم داخلي نوع 

های تجربي بر روی نمونه موتور موجود مقايسه شده  آزمايشبا نتايج حاصل از روش عددی تحليل اجزای محدود و نتايج حاصل از 

 است.

 

 روش زيرناحيه، روش تحليل اجزای محدود، آزمايش تجربي،  سازی تحليلي ، مدلموتور مغناطيس دايم شعاعي: کليدی های واژه
 

 

 

 

 
 

 6/08/1396: تاريخ ارسال مقاله

 03/02/1397تاريخ پذيرش مشزوط مقاله:

 01/11/1397تاريخ پذيرش مقاله: 

 دکتر علی جباري :ی مسئول نام نويسنده

ک، دانشگاه ارا)سردشت(، میدان بسیج اراک :ی مسئول نشاني نويسنده
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 هافهرست علائم و نشانه

 هامجموعه

 𝑚 𝑚زیرناحیه 

 𝑙 𝑙زیرناحیه 

 𝑖 𝑖زیرناحیه 

 𝑘 𝑘زیرناحیه 

 𝑗 𝑗زیرناحیه 

 𝐼 𝐼زیرناحیه 

 ℎ،𝑙،𝑚 )براي نواحی غیر متناوب( عدد صحیح مثبت

 𝑛 عدد صحیح مثبت )براي نواحی متناوب(
𝑄 آهنرباها شیارها/تعداد بیشینه 

 
 پارامترها

 𝑅1 شعاع داخلی شیار داخلی روتور
 𝑅2 شعاع داخلی آهنرباي دایم روتور

 𝑅3 شعاع داخلی شیار روتور
 𝑅4 شعاع داخلی فاصله هوایی

 𝑅5 شعاع داخلی دهانه باز استاتور

 𝑅6 شعاع داخلی شیار استاتور

 𝑅7 شعاع خارجی شیار استاتور

 𝑅8 خارجی یوغ استاتورشعاع 

 𝜃𝑖 اي اولین شیار داخلی روتور موقعیت زاویه

𝜃𝑘 اي اولین شیار بیرونی روتور موقعیت زاویه  

 𝜃𝑙 اي اولین دهانه باز شیار استاتور موقعیت زاویه

 𝜃𝑚 اي اولین شیار استاتور موقعیت زاویه
𝛼 زاویه شیار استاتور

 
𝛽 استاتورزاویه دهانه باز شیار 

 
𝛾 زاویه دهانه باز شیار روتور

 
𝛿 زاویه شیار داخلی روتور

 
𝑝 ها تعداد زوج قطب

 
 𝑄𝑠 تعداد شیارهاي استاتور

𝐵𝑟 (Tگذردهی آهنرباي دایم )  
 𝐿𝑠 طول محوري

 Nc هاي کلاف شیار تعداد هادي

 𝜇0 گذردهی مغناطیسی خلاء

 توابع

 𝐴 پتانسیل بردار مغناطیسی

𝐵𝑟 مولفه شعاعی چگالی شار مغناطیسی  

𝐵𝜃 مولفه مماسی چگالی شار مغناطیسی  

 𝑇𝑒 گشتاور الکترومغناطیسی

 𝑎 𝜓𝑎بردار شار فاز 

𝑏بردار شار فاز 
 𝜓𝑏  

𝑐بردار شار فاز 
 

𝜓𝑐 

 a 𝐸𝑎نیروي ضد محرکه الکتریکی فاز 

 𝑀𝜃 شوندگی آهنربا مغناطیس

 z 𝐽𝑧𝑖چگالی جریان در جهت 

 مقدمه -1

ژه در          هاي صنعتی به وی اي مغناطیس دایم شعاعی در کاربريه ماشین

و صلبیت خودروي الکتریکی به دلیل راندمان بالا، چگالی توان بالا 

. تخمین دقیق توزیع میدان [1]باشند بالاي آنها مورد توجه می

نیروي ضد ، یمغناطیسی به منظور محاسبه گشتاور الکترومغناطیس

القایی یا القاي متقابل ضروري و خود (EMF) محرکه الکتریکی

هاي عددي و تحلیلی براي  هاي مختلفی از قبیل روش باشد. روش می

هاي الکتریکی استفاده  ماشین محاسبه توزیع میدان مغناطیسی در

نتایج دقیقی 1هاي عددي نظیر روش تحلیل اجزاي محدود اند. روش شده

سازي  ه بهینهولی در مرحله اول طراحی و مرحلدقیقی به در پی دارد 

هاي تحلیلی نظیر نگاشت  روش. [2]-[4]باشند بسیار زمان بر می

روش [، 8]-[9]2[، مدار معادل مغناطیسی5]-[6همدیس ]

[ براي 27محاسبه گذردهی نسبی شیار ] [ و10]-[26] ماکسول/فوریه

اند و در مرحله اول محاسبه  هاي الکتریکی ارایه شده سازي ماشین مدل

دقت روش نگاشت عدم سازي مفید هستند.  مرحله بهینهعملکرد و 

هاي  ي توزیع میدان مغناطیسی در ماشینسازهمدیس در مدل

مغناطیس دایم شعاعی ناشی از وجود ناحیه آهنرباي دایم با عمق زیاد 

سازي  هاي مدل نسبت به دیگر روشو عرض کم است. مدل زیرناحیه 

با استفاده از این روش لازم به ذکر است که [. 9تر است ] لیلی دقیقتح

این روش بر [. 17]-[18اع مغناطیسی را لحاظ نمود ]توان تاثیر اشب می

با اعمال  مختلفمبناي حل معادلات لاپلاس و پواسون در مناطق 

 .[10]-[26] هاي الکتریکی تدوین شده است شرایط مرزي براي ماشین

هاي تحلیلی اندکی براي محاسبه  اطلاعات نویسندگان، مدلبر اساس 

روش زیر ناحیه  میدان مغناطیسی در ماشین هاي مغناطیس دایم با

ارایه یک روش سرراست این مقاله نوآوري [. 20]-[21] ارایه شده است

با براي پتانسیل بردار مغناطیسی با استفاده از توابع هایپربولیک است. 

دریافت که تاکنون براي توان  میررسی منابع در پیشینه پژوهش ب

هاي تجربی بر روي نمونه  هاي ارایه شده از آزمایش بارسنجی مدلاعت

 ماشین مغناطیس دایم شعاعی استفاده نشده است. 

عادلات یک مدل تحلیلی دقیق مبتنی بر حل مدر این مقاله بر توسعه 

مغناطیس دایم داخلی نوع شعاعی با هاي  لاپلاس و پواسون در ماشین

دهی  استفاده از روش زیرناحیه با لحاظ کردن اثرات شیار، جهت

شود. نشان داده شده است که  پیچ تمرکز می ناطیسی و الگوي سیممغ

تواند به خوبی میدان مغناطیسی، گشتاور  مدل تدوین شده می

ا تخمین و اندوکتانس ر الکترومغناطیسی، نیروي ضد محرکه الکتریکی

داخلی نوع مغناطیس دایم موتور عملکرد این مدل براي محاسبه بزند.

استفاده شده است. نشان داده شده قطب  8-شیار 18شعاعی سه فاز 
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است که نتایج مدل تحلیلی به خوبی با نتایج حاصل از روش تحلیل 

 اجزاي محدود و آزمایش هاي تجربی همخوانی دارد.

 تعريف زيرناحيه -2

نشان داده شده است.  1شماتیک ماشین مورد مطالعه در شکل 

، 2در شکل زیر ناحیه تقسیم شده است.  6مدل ماشین به 

و ( mمنطقه شیار )ناحیه 𝑄1از دو زیر ناحیه شامل که استاتور 

𝑄1  ناحیه منطقه دهانه باز شیار(l تشکیل شده و ) فاصله ناحیه

نشان  3چنان که در شکل ند. ا نمایش داده شده( I)ناحیه هوایی 

منطقه شیار 𝑄2شامل داراي سه زیر ناحیه روتور شده است،  هداد

منطقه شیار 𝑄2( و jمنطقه آهنرباي دایم )ناحیه 𝑄2، (iداخلی )ناحیه 

 باشد.  می( kباز )ناحیه 

امین دهانه باز شیار استاتور، -𝑖امین شیار استاتور، -𝑖اي  موقعیت زاویه

𝑖-شیار روتور، آهنرباي دایم و شیار داخلی به ترتیب بر  امین دهانه باز

 شود. ( تعریف می4( و )3(، )2(، )1اساس روابط )

 

𝜃𝑚 = −
𝛼

2
+
2𝑖𝜋

𝑄1
      with      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄1 (1)  

 

𝜃𝑙 = −
𝛽

2
+
2𝑖𝜋

𝑄1
       with      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄1 (2)  

 

𝜃𝑘 = −
𝛾

2
+
2𝑖𝜋

𝑄2
       with      1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄2 (3)  

 

𝜃𝑖 = −
𝛿

2
+
2𝑖𝜋

𝑄2
        with     1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑄2 (4)  

 

 سازي تحلیلی لحاظ شده است: فرضیات زیر در مدل

 نهایت  هاي روتور و استاتور بی گذردهی مغناطیسی هسته

 باشند؛ می

 شود؛ از اثرات لبه صرفنظر می 

 شود. جهت جریان عمود بر صفحه فرض می 

 

 
 (: بيان هندسي ماشين مورد مطالعه1شکل )

 

 
 𝑰و فاصله هوايي𝒍و  𝒎شامل مناطق  (: زيرنواحي استاتور2شکل )

 

 

 
 kو  i ،j(: زير نواحي روتورشامل مناطق 3شکل )

 

 محاسبه پتانسيل بردار مغناطيسي -3

براي هر ناحیه معادلات لاپلاس و پواسون عمومی  در این بخش جواب

توان چنین  دله لاپلاس در دستگاه قطبی را میشود. معا تعیین می

 نوشت:

 
𝜕2𝐴

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝐴

𝜕𝑟
+
1

𝑟2
𝜕2𝐴

𝜕𝜃2
= 0   for {

𝑅1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅2
𝜃1 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃2

 (5)  

 

𝑅1𝑒با جایگزین کردن 
−𝑡 به جاي𝑟توان معادله را چنین نوشت: می 

𝜕2𝐴

𝜕𝑡2
+
𝜕2𝐴

𝜕𝜃2
= 0         for {

𝑙𝑛(
𝑅1
𝑅2
) ≤ 𝑡 ≤ 0

𝜃1 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃2

 (6) 

 

𝜽𝒎 

𝜶 

l 

𝑹𝟖 

𝜽𝒍 

𝜷 

𝑹𝟕 

m 

𝑹𝟔 𝑹𝟓 

I 

𝑹𝟒 

𝜽𝒌 

𝜸 

𝑹𝟏 𝑹𝟐 

j 

𝑹𝟑 𝑹𝟒 

𝜽𝒊 

𝜹 
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پتانسيل بردار مغناطيسي در ناحيه شيار  -3-1

 (mاستاتور )منطقه 

 معادله پواسون در ناحیه شیار استاتور عبارت است از:

 
𝜕2𝐴𝑚
𝜕𝑡2

+
𝜕2𝐴𝑚
𝜕𝜃2

= −𝜇0𝐽 for {
𝑡1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2

𝜃𝑚 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑚 + 𝛼
 (7) 

 

𝑡1که در آن  = 𝑙𝑛 (
𝑅6

𝑅7
𝑡2و( = 0. 

 

شیار عبارت  یهاي جانب ره انتها و دیوارهشرایط مرزي نیومن در دیوا

 است از
 

𝜕𝐴𝑖
𝜕𝜃
|
𝜃=𝜃𝑚

=  و   0
𝜕𝐴𝑖
𝜕𝜃
|
𝜃=𝜃𝑚+𝛼

= 0 (8) 

 
𝜕𝐴𝑖
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡1

= 0 (9) 

 

 ( عبارت است از:7معادله )با روش جداسازي متغیرها، جواب عمومی 

𝐴𝑚(𝑡. 𝜃) = 𝑎0
𝑚 −

1

2
𝜇0𝐽𝑧𝑖 (𝑒

−𝑡1𝑡 +
1

2
𝑒−2𝑡+𝑡1) 

+∑(𝑎ℎ
𝑚
𝛼

ℎ𝜋

𝐶𝑜𝑠ℎ (
ℎ𝜋

𝛼
(𝑡 − 𝑡1))

𝑆𝑖𝑛ℎ (
ℎ𝜋

𝛼
(𝑡2 − 𝑡1))

) .

∞

ℎ=1

 

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛼
(𝜃 − 𝜃𝑚)) 

(10) 

 

𝑎0یک عدد صحیح مثبت، ضرایب ℎکه 
𝑚و𝑎ℎ

𝑚 بر اساس شرایط

 شوند. ستگی و شرایط فصل مشترک تعیین میپیو

 

𝐽𝑖(𝜃) = 𝐽𝑖,0 +∑𝐽𝑖,ℎ𝑐𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛼
(𝜃 − 𝜃𝑚))

∞

ℎ=1

 (11) 

 

 که در آن

 

𝐽𝑖,0 =
1

2
(𝐽1𝑖 + 𝐽2𝑖) (12) 

 

𝐽𝑖,ℎ =
2

ℎ𝜇
[𝐽1𝑖 + (−1)

ℎ𝐽2𝑖]𝑠𝑖𝑛 (
ℎ𝜋

2
) (13) 

 

ه بتوان  می 𝑙و  𝑚پتانسیل بردار مغناطیسی بین نواحی پیوستگی از 

 ( دست یافت.14رابطه )
 

𝜕𝐴𝑚
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡2

= 𝑓(𝜃)

= {

𝜕𝐴𝑙
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡3

𝑓𝑜𝑟   𝜃𝑙 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑙 + 𝛽

0                         𝑒𝑙𝑠𝑒𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒

 

(14) 

 

توان نوشت: می( 14با حل معادله  )  

 

𝜇0𝐽𝑖𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑡1) =
1

𝛼
∫ 𝑓(𝜃). 𝑑𝜃
𝜃𝑚+𝛼

𝜃𝑚

 (15) 

 

𝑎ℎ
𝑚 =

2

𝛼
∫ 𝑓(𝜃).
𝜃𝑚+𝛼

𝜃𝑚

 

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛼
(𝜃 − 𝜃𝑚)) . 𝑑𝜃 

(16) 

 

دهانه باز پتانسيل بردار مغناطيسي در ناحيه  -3-2

 (lشيار استاتور )منطقه 

 

 شود: ه باز شیار استاتور چنین بیان میمعادله لاپلاس در دهان
 

∂2Al
∂t2

+
∂2Al
∂θ2

= 0    for     {
t3 ≤ t ≤ t4

θl ≤ θ ≤ θl + β
 (17) 

 

𝑡3که در آن  = 𝑙𝑛 (
𝑅5

𝑅6
𝑡4و( =  باشد. می0

 آیند: شیار چنین به دست می هاي دهانه شرایط مرزي نیومن در دیواره
 

∂Al
∂θ
|
θ=θl

= 0   and 
∂Al
∂θ
|
θ=θl+β

= 0 (18) 

وش جداسازي متغیرها چنین ( با استفاده از ر17جواب عمومی معادله )

 شود: بیان می

 
𝐴𝑙(𝑡. 𝜃) = 𝑎0

𝑙 + 𝑏0
𝑙𝑡 

+∑

(

 
 
 
 
 
 

𝑆𝑖𝑛ℎ (
ℎ𝜋

𝛽
(𝑡 − 𝑡4))

𝑆𝑖𝑛ℎ (
ℎ𝜋

𝛽
(𝑡3 − 𝑡4))

𝑎ℎ
𝑙

+
𝑆𝑖𝑛ℎ (

ℎ𝜋

𝛽
(𝑡 − 𝑡3))

𝑆𝑖𝑛ℎ (
ℎ𝜋

𝛽
(𝑡4 − 𝑡3))

𝑏ℎ
𝑙

)

 
 
 
 
 
 

.

∞

ℎ=1

              𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛽
(𝜃 − 𝜃𝑙))

 
(19) 

 

𝑎0یک عدد صحیح مثبت و ضرایب 𝑚که در آن 
𝑙،𝑏0

𝑙،𝑎ℎ
𝑙و𝑏ℎ

𝑙 بر

 شوند.  یط پیوستگی و فصل مشترک تعیین میاساس شرا
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و نواحی 𝑙پیوستگی پتانسیل بردار مغناطیسی بین ناحیه معادلات 

𝑚وIشوند: چنین بیان می 

 

𝐴𝑙(𝑡4. 𝜃) = 𝐴𝐼(𝑡5. 𝜃)   𝑓𝑜𝑟    𝜃𝑙 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑙 + 𝛽 (20) 

 

 

𝐴𝑙(𝑡3. 𝜃) = 𝐴𝑚(𝑡4. 𝜃)  𝑓𝑜𝑟    𝜃𝑙 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑙 + 𝛽 (21) 

 

( براي ضرایب 23( و )22( می توان به معادلات )20با حل معادله )

𝑎0
𝑙  و𝑏𝑚

𝑙 .دست یافت 
 

𝑎0
𝑙 =

1

𝛽
∫ 𝐴𝐼(𝑡5. 𝜃). 𝑑𝜃
𝜃𝑙+𝛽

𝜃𝑙

 (22) 

 

𝑏𝑚
𝑙 =

2

𝛽
∫ 𝐴𝐼(𝑡5. 𝜃).
𝜃𝑙+𝛽

𝜃𝑙

 

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛽
(𝜃 − 𝜃𝑙)) . 𝑑𝜃 

(23) 

 

( براي ضرایب  25( و )24توان به معادلات ) ( می21با حل معادله )

𝑏0
𝑙  و𝑎ℎ

𝑙 .دست یافت 
 

𝑎0
𝑙 + 𝑙𝑛 (

𝑅5
𝑅6
) 𝑏0

𝑙 =
1

𝛽
∫ 𝐴𝑚(𝑡4. 𝜃)
𝜃𝑙+𝛼

𝜃𝑙

. 𝑑𝜃 (24) 

 

𝑎ℎ
𝑙 =

2

𝛽
∫ 𝐴𝑚(𝑡4. 𝜃)
𝜃𝑙+𝛽

𝜃𝑙

. 

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛽
(𝜃 − 𝜃𝑙)) . 𝑑𝜃 

(25) 

 

فاصله پتانسيل بردار مغناطيسي در ناحيه  -3-3

 (I)منطقه  هوايي

 

 شود: ی چنین بیان میمعادله لاپلاس در ناحیه فاصله هوای
 

𝜕2𝐴𝐼
𝜕𝑡2

+
𝜕2𝐴𝐼
𝜕𝜃2

= 0            𝑓𝑜𝑟         {
𝑡5 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡6
0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋

 (26) 

 

𝑡5که در آن  = 𝑙𝑛 (
𝑅4

𝑅5
𝑡6و( =  باشد.  می0

تناوبی عبارت است شرایط مرزي ( با در نظر گرفتن 26جواب عمومی )

 از:

 
 

𝐴𝐼(𝑡. 𝜃) (27) 

=∑

(

 
 

1

𝑛

𝐶𝑜𝑠ℎ(𝑛(𝑡 − 𝑡6))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡5 − 𝑡6))
𝑎𝑛

𝐼

+
1

𝑛

𝐶𝑜𝑠ℎ(𝑛(𝑡 − 𝑡5))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡6 − 𝑡5))
𝑏𝑛
𝐼

)

 
 
𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜃)

∞

𝑛=1

+∑

(

 
 

1

𝑛

𝐶𝑜𝑠ℎ(𝑛(𝑡 − 𝑡6))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡5 − 𝑡6))
𝑐𝑛
𝐼

+
1

𝑛

𝐶𝑜𝑠ℎ(𝑛(𝑡 − 𝑡5))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡6 − 𝑡5))
𝑑𝑛

𝐼

)

 
 
𝑆𝑖𝑛(𝑛𝜃)

∞

𝑛=1

 

 

 باشد. یک عدد صحیح مثبت میnکه در آن 

𝑎𝑛ضرایب
𝐼،𝑏𝑛

𝐼،𝑐𝑛
𝐼و𝑑𝑛

𝐼 با لحاظ کردن پیوستگی پتانسیل بردار

با استفاده از iو ناحیه Iمغناطیسی بین نواحی فاصله هوایی داخلی 

( روي بازه فاصله 29( و )28شرایط فصل مشترک )بسط سري فوریه 

 شوند.  می هوایی تعیین

و Iاز پیوستگی پتانسیل بردار مغناطیسی بین ناحیه فاصله هوایی 

 توان نوشت: می𝑘و𝑙مناطق 
 

𝜕𝐴𝐼
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡5

= 𝑔(𝜃) 

= {

𝜕𝐴𝑙
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡4

 𝑓𝑜𝑟    𝜃𝑙 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑙 + 𝛽

0                           𝑒𝑙𝑠𝑒𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒

 

(28) 

 
𝜕𝐴𝐼
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡6

= ℎ(𝜃) 

= {

𝜕𝐴𝑘
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡7

 𝑓𝑜𝑟   𝜃𝑘 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑘 + 𝛾

0                           𝑒𝑙𝑠𝑒𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒

 

(29) 

 

 

𝑎𝑛( ضرایب 28از شرط مرزي )
𝐼و𝑐𝑛

𝐼آیند:چنین به دست می 

 

𝑎𝑛
𝐼 =

2

2𝜋
∫ 𝑔(𝜃). 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜃). 𝑑𝜃
𝜃𝑙+𝛽

𝜃𝑙

 (30) 

 

𝑐𝑛
𝐼 =

2

2𝜋
∫ 𝑔(𝜃). 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝜃). 𝑑𝜃
𝜃𝑙+𝛽

𝜃𝑙

 (31) 

 

𝑏𝑛( ضرایب 29شرط مرزي )از 
𝐼و𝑑𝑛

𝐼آیند:چنین به دست می 

 

𝑏𝑛
𝐼 =

2

2𝜋
∫ ℎ(𝜃). 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜃). 𝑑𝜃
𝜃𝑘+𝛾

𝜃𝑘

 (32) 

 

𝑑𝑛
𝐼 =

2

2𝜋
∫ ℎ(𝜃). 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝜃). 𝑑𝜃
𝜃𝑘+𝛾

𝜃𝑘

 (33) 
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 شيار روتورپتانسيل بردار مغناطيسي در ناحيه  -3-4

 (k)منطقه 

 است از:عبارت ( k)منطقه یار روتور شناحیه معادله لاپلاس در دومین 

 
𝜕2𝐴𝑘

𝜕𝑡2
+
𝜕2𝐴𝑘

𝜕𝜃2
=0            

𝑓𝑜𝑟          {
𝑡7 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡8

𝜃𝑘 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑘 + 𝛾
 

(34) 

 

𝑡7که در آن  = 𝑙𝑛 (
𝑅3

𝑅4
𝑡8و( =  باشد. می0

 

 شود: چنین بیان میشیار هاي جانبی دیوارهدر شرایط مرزي نیومن 

 
𝜕𝐴𝑖𝐼
𝜕𝜃
|
𝜃=𝜃𝑘

= و  0
𝜕𝐴𝑖𝐼
𝜕𝜃
|
𝜃=𝜃𝑘+𝛾

= 0 (35) 

 

( 34استفاده از روش جداسازي متغیرها، جواب عمومی معادله )با 

 عبارت است از:

 

𝐴𝑘(𝑡. 𝜃) = 𝑎0
𝑘 + 𝑏0

𝑘𝑡 

+∑

(

 
 
 
 
 
 

𝑆𝑖𝑛ℎ (
ℎ𝜋

𝛾
(𝑡 − 𝑡8))

𝑆𝑖𝑛ℎ (
ℎ𝜋

𝛾
(𝑡7 − 𝑡8))

𝑎ℎ
𝑘

+
𝑆𝑖𝑛ℎ (

ℎ𝜋

𝛾
(𝑡 − 𝑡7))

𝑆𝑖𝑛ℎ (
ℎ𝜋

𝛾
(𝑡8 − 𝑡7))

𝑏ℎ
𝑘

)

 
 
 
 
 
 

.

∞

ℎ=1

              𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛾
(𝜃 − 𝜃𝑘))

 
(36) 

 

𝑎0مثبت،یک عدد صحیح ℎکه در آن
𝑘 ،𝑏0

𝑘 ،𝑎ℎ
𝑘و𝑏ℎ

𝑘 بر مبناي

 شوند.یط پیوستگی و فصل مشترک تعیین میشرا

و نواحی 𝑘معادلات پیوستگی پتانسیل بردار مغناطیسی بین ناحیه 

𝑗و𝐼توان چنین نوشت: رامی 
 

𝐴𝑘(𝑡8. 𝜃) = 𝐴𝑗(𝑡9. 𝜃)   𝑓𝑜𝑟     𝜃𝑘 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑘 + 𝛾 (37) 

 

𝐴𝑘(𝑡7. 𝜃) = 𝐴𝐼(𝑡6. 𝜃)   𝑓𝑜𝑟     𝜃𝑘 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑘 + 𝛾 (38) 

 

𝑎0( می توان ضرایب 37از شرط پیوستگی )
𝑘  و𝑏ℎ

𝑘  را مطابق معادلات

 ( به دست آورد.40( و )39)
 

𝑎0
𝑘 =

1

𝛾
∫ 𝐴𝑗(𝑡9. 𝜃). 𝑑𝜃
𝜃𝑘+𝛾

𝜃𝑘

 (39) 

 

𝑏ℎ
𝑘 =

2

𝛾
∫ 𝐴𝑗(𝑡9. 𝜃).
𝜃𝑘+𝛾

𝜃𝑘

 (40) 

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛾
(𝜃 − 𝜃𝑘)) . 𝑑𝜃 

 

𝑏0توان ضرایب  ( می38)از شرط پیوستگی 
𝑘و𝑎ℎ

𝑘 را مطابق معادلات

 ( به دست آورد.42( و )41)

 

a0
k + ln (

R3
R4
) b0

k =
1

γ
∫ AI(t6. θ)
θi+γ

θi

. dθ (41) 

 

ah
k =

2

γ
∫ AI(t6. θ)
θi+γ

θi

. 

Cos (
hπ

γ
(θ − θk)) . dθ 

(42) 

 

آهنربای پتانسيل بردار مغناطيسي در ناحيه  -3-5

 (𝒋)منطقه  دايم

 توان چنین نوشت: را میمعادله پواسون در ناحیه آهنرباي دایم 

 

∂2Aj

∂t2
+
∂2Aj

∂θ2
= −μ0

Mθ
r

 

𝑓𝑜𝑟 {
𝑡9 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡10

𝜃𝑘 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑘 + 𝛾
 

(43) 

 

𝑡9که در آن  = 𝑙𝑛 (
𝑅2

𝑅3
𝑡10و( =  باشد. می0

 شوند: هاي جانبی شیار چنین بیان می شرایط مرزي نیومن در دیواره
 
𝜕𝐴𝑗

𝜕𝜃
|
𝜃=𝜃𝑘

=  و   0
𝜕𝐴𝑗

𝜕𝜃
|
𝜃=𝜃𝑘+𝛾

= 0 (44) 

 

 ( عبارت است از:40معادله )جواب عمومی 
 

𝐴𝑗(𝑡. 𝜃) = 𝑎0
𝑗
+ 𝑏0

𝑗
𝑡 − 𝜇0𝑀𝑗𝑅2𝑒

−𝑡 

+∑

(

 
 
 
 
 
 
 𝛾

ℎ𝜋

𝐶𝑜𝑠ℎ (
ℎ𝜋

𝛾
(𝑡 − 𝑡10))

𝑆𝑖𝑛ℎ (
ℎ𝜋

𝛾
(𝑡9 − 𝑡10))

𝑎ℎ
𝑗

+
𝛾

ℎ𝜋

𝐶𝑜𝑠ℎ (
ℎ𝜋

𝛾
(𝑡 − 𝑡9))

𝑆𝑖𝑛ℎ (
ℎ𝜋

𝛾
(𝑡10 − 𝑡9))

𝑏ℎ
𝑗

)

 
 
 
 
 
 
 

.

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛾
(𝜃 − 𝜃𝑘))

∞

ℎ=1

 

(45
) 

 

𝑀𝜃که در آن  = 𝑀𝑗 = (−1)
𝑖𝐵𝑟/𝜇0 ،𝑙  یک عدد صحیح مثبت و

𝑎0ضرایب 
𝑖 ،𝑏0

𝑖 ،𝑎ℎ
𝑗  و𝑏ℎ

𝑗  بر اساس شرایط پیوستگی و فصل مشترک

 شوند. تعیین می
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توان  را می 𝑖و  𝑘و نواحی  𝑗پیوستگی پتانسیل بردار مغناطیسی بین نواحیه 

 چنین نوشت:

 
 
𝜕𝐴𝑗

𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡9

=
𝜕𝐴𝑘
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡8

 𝑓𝑜𝑟    𝜃𝑘 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑘 + 𝛾 (46) 

 
𝜕𝐴𝑗

𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡10

=
𝜕𝐴𝑖
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡11

 𝑓𝑜𝑟    𝜃𝑘 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑘 + 𝛾 (47) 

 

 توان نوشت: می( 46از شرط )

 

𝑏0
𝑗
+ 𝜇0𝑀𝑗𝑅2𝑒

−𝑡9 =
1

𝛾
∫

𝜕𝐴𝑘
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡8

. 𝑑𝜃
𝜃𝑘+𝛾

𝜃𝑘

 (48) 

 

𝑎ℎ
𝑗 =

2

𝛾
∫

𝜕𝐴𝑘
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡8

.
𝜃𝑘+𝛾

𝜃𝑘

 

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛾
(𝜃 − 𝜃𝑘)) . 𝑑𝜃 

(49) 

 

 توان نوشت: ( می47شرط )از 

 

𝑏0
𝑗
+ 𝜇0𝑀𝑗𝑅2𝑒

−𝑡10 =
1

𝛾
∫

𝜕𝐴𝑖
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡11

. 𝑑𝜃
𝜃𝑘+𝛾

𝜃𝑘

 (50) 

 

𝑏ℎ
𝑗 =

2

𝛾
∫

𝜕𝐴𝑖
𝜕𝑡
|
𝑡=𝑡11

.
𝜃𝑘+𝛾

𝜃𝑘

 

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛾
(𝜃 − 𝜃𝑘)) . 𝑑𝜃 

(51) 

 

 شيار پتانسيل بردار مغناطيسي در ناحيه  -3-6

 (i)منطقه 

 شود: امین ناحیه شیار چنین بیان می-𝒊لاپلاس در معادله 

 

𝜕2𝐴𝑖
𝜕𝑡2

+
𝜕2𝐴𝑖
𝜕𝜃2

= 0        𝑓𝑜𝑟      {
𝑡11 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡12
𝜃𝑖 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑖 + 𝛿

 (52) 

 

( با روش جداسازي متغیرها بر اساس شرایط مرزي 52جواب عمومی )

 عبارت است از:
 

Ai(t. θ) = 

∑ (𝑎ℎ
𝑖
𝐶𝑜𝑠ℎ(

ℎ𝜋

𝛾
(𝑡−𝑡12))

𝐶𝑜𝑠ℎ(
ℎ𝜋

𝛾
(𝑡11−𝑡12))

)∞
ℎ=1 . 

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛿
(𝜃 − 𝜃𝑖)) 

(53) 

 

𝑎ℎیک عدد صحیح مثبت و  𝑘که 
𝑖 .ثابت معادله است 

ام و ناحیه فاصله هوایی -𝑖از پیوستگی پتانسیل بردار مغناطیسی بین شیار 

𝐼توان نوشت: می 
 

𝐴𝑖(𝑡11. 𝜃) = 𝐴𝑗(𝑡10. 𝜃)    𝑓𝑜𝑟   𝜃𝑖 ≤ 𝜃 ≤ 𝜃𝑖 + 𝛿 (54) 

 

توان  هاي انتگرال را می (، ثابت54رک )با لحاظ کردن شرط فصل مشت

 چنین تعیین نمود:
 

 

𝑎𝑛
𝑖 =

2

𝛾
∫ 𝐴𝑗(𝑡10. 𝜃).
𝜃𝑖+𝛾

𝜃𝑖

 

𝐶𝑜𝑠 (
ℎ𝜋

𝛿
(𝜃 − 𝜃𝑖)) . 𝑑𝜃 

(55) 

 

 محاسبه عملکرد و ارزيابي مدل -4

 محاسبه عملکرد -4-1

توان با استفاده از  اي را می و گشتاور دندانه یر الکترومغناطیسگشتاو

 تانسور تنش ماکسول چنین بیان کرد:
 

 

𝑇𝑒 =
𝐿𝑠
𝜇0
∫ 𝐵𝐼𝑟(𝑡𝑒 . 𝜃). 𝐵𝐼𝜃(𝑡𝑒. 𝜃). 𝑑𝜃
2𝜋

0

 (56) 

 
𝐵𝐼𝑟(𝑡𝑒 . 𝜃)

= −
𝑒𝑡𝑒

𝑅2

(

 
 
 
 
 
 
 
 
∑

(

 
 
𝑎𝑛
𝐼
𝐶𝑜𝑠ℎ(𝑛(𝑡𝑒 − 𝑡6))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡5 − 𝑡6))

+𝑏𝑛
𝐼
𝐶𝑜𝑠ℎ(𝑛(𝑡𝑒 − 𝑡5))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡6 − 𝑡5)))

 
 

∞

𝑛=1

. 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝜃)

−∑

(

 
 
𝑐𝑛
𝐼
𝐶𝑜𝑠ℎ(𝑛(𝑡𝑒 − 𝑡6))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡5 − 𝑡6))

+𝑑𝑛
𝐼
𝐶𝑜𝑠ℎ(𝑛(𝑡𝑒 − 𝑡5))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡6 − 𝑡5)))

 
 

∞

𝑛=1

. 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜃)

)

 
 
 
 
 
 
 
 

 
(57) 

 
𝐵𝐼𝜃(𝑡𝑒 . 𝜃)

= −
𝑒𝑡𝑒

𝑅2

(

 
 
 
 
 
 
 
 
∑

(

 
 
𝑎𝑛
𝐼
𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡𝑒 − 𝑡6))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡5 − 𝑡6))

+𝑏𝑛
𝐼
𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡𝑒 − 𝑡5))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡6 − 𝑡5)))

 
 

∞

𝑛=1

. 𝐶𝑜𝑠(𝑛𝜃)

+∑

(

 
 
𝑐𝑛
𝐼
𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡𝑒 − 𝑡6))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡5 − 𝑡6))

+𝑑𝑛
𝐼
𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡𝑒 − 𝑡5))

𝑆𝑖𝑛ℎ(𝑛(𝑡6 − 𝑡5)))

 
 

∞

𝑛=1

. 𝑆𝑖𝑛(𝑛𝜃)

)

 
 
 
 
 
 
 
 

 
(58) 

 

 شود: می چنین بیان 𝑡𝑒طول محوري موتور و  𝐿𝑠که 

 

𝑡𝑒 = 𝑙𝑛 (
𝑅4
𝑅𝑒
) (59) 

𝑅𝑒 = (𝑅4 + 𝑅5)/2 
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شود: پیچی دو لایه، بردار شار فاز چنین محاسبه می در سیم  
 

[

𝜓𝑎
𝜓𝑏
𝜓𝑐

] = [

𝜓1𝑎
𝜓1𝑏
𝜓1𝑐

] + [

𝜓2𝑎
𝜓2𝑏
𝜓2𝑐

] (60) 

 

 که

[

ψ1a
ψ1b
ψ1c

] =
Nc
2
C1
T[φ11 φ12 φ13 … φ1Q2] (61) 

 و

[

ψ2a
ψ2b
ψ2c

] =
Nc
2
C2
T[φ21 φ22 φ23 … φ2Q2] (62) 

 

 شود: چنین بیان می φبراي شیارهاي استاتور، 
 

φ1i = −
2LsR4

2

kfS
∫ ∫ Ami

t5

0

α

2

0

(t. θ). e−2t. dt. dθ (63) 

 

φ2i = −
2LsR4

2

kfS
∫ ∫ Ami

t5

0

α

α

2

(t. θ). e−2t. dt. dθ (64) 

 

 شود: چنین بیان می𝑎نیروي ضد محرکه الکتریکی فاز 
 

Ea = ω
dψa
dθr

 (65) 

 می باشد. 𝑎شار پیوندي فاز  𝜓𝑎سرعت زاویه اي روتور و  𝜔که 

 عبارت است از:𝑎اندوکتانس استاتور )خودالقایی( فاز 
 

L =
ψa
Ia

 (66) 

 می باشد. 𝑎جریان پیک در فاز  𝐼𝑎که 

 

 ارزيابي مدل -4-2

ه است. یک دیاگرام آمد 1پارامترهاي موتور مورد مطالعه در جدول 

نشان داده شده است.  4پیچ دولایه موتور در شکل  شماتیک از سیم

براي محاسبه عملکرد ماشین از روش تحلیل اجزاي محدود دو بعدي 

نمایش داده  5استفاده شده است. توزیع میدان مغناطیسی در شکل 

 6شده است. تجهیزات مورد استفاده براي آزمایش تجربی نیز در شکل 

 نشان داده شده است. 

 

مورد مطالعهموتور امترهای (: پار1جدول )  

 نماد مقدار واحد
𝑚𝑚 12.55 R1 

𝑚𝑚 18 R2 

𝑚𝑚 30 R3 

𝑚𝑚 33.5 R4 

𝑚𝑚 35 R5 

𝑚𝑚 36.5 R6 

𝑚𝑚 49.5 R7 

𝑚𝑚 57.5 R8 

𝑚𝑒𝑐ℎ. 𝑑𝑒𝑔. 27 θi 

𝑚𝑒𝑐ℎ. 𝑑𝑒𝑔. 22 θk 

𝑚𝑒𝑐ℎ. 𝑑𝑒𝑔. 18.77 θl 

𝑚𝑒𝑐ℎ. 𝑑𝑒𝑔. 8.88 θm 

𝑚𝑒𝑐ℎ. 𝑑𝑒𝑔. 7.2 α 

𝑚𝑒𝑐ℎ. 𝑑𝑒𝑔. 2.45 β 

𝑚𝑒𝑐ℎ. 𝑑𝑒𝑔. 8.55 γ 

𝑚𝑒𝑐ℎ. 𝑑𝑒𝑔. 36 δ 

 4 p 

 18 Qs 

𝑇 1.2 Br 

𝑚𝑚 48 Ls 

 

 

 
ي سه فاز دولايه موتور مورد مطالعهپيچ (: دياگرام سيم4)شکل   

 

 
(: توزيع ميدان مغناطيسي در موتور مورد مطالعه5شکل )  
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های تجربي (: مجموعه آزمايش6شکل )  

 

مدار باز و بار در شرایط به طور تحلیلی، عددي و تجربی نتایج عملکرد موتور 

به اي  الی شار و شکل موج گشتاور دندانهچگمقایسه  اند. مقایسه شدهنامی 

 نشان داده شده است.  9و  8شکل در ترتیب 

، الکترومغناطیسگشتاور شکل موج ، شامل rpm 6000نتایج بارگذاري در 

متقابل به ترتیب در شکل اندوکتانس و ، خودالقایی نیروي محرکه الکتریکی

 نشان داده شده است. 13و  12، 11، 10، 9، 8هاي 
 

 
(: مقايسه تحليلي و عددی شکل موج های چگالي شار شعاعي در 7شکل )

 شعاع متوسط موتور.

 

 
 تجربي شکل های موج گشتاور دندانه ای.(: مقايسه تحليلي و 8شکل )

 

 
های موج گشتاور  (: مقايسه تحليلي و تجربي شکل9)شکل 

 rpm 6000الکترومغناطيسي در 

 

 
های موج نيروی ضد محرکه  (: مقايسه تحليلي و تجربي شکل10شکل )

 rpm 6000الکتريکي در 

 

 
های خودالقايي فاز در  (: مقايسه تحليلي و عددی شکل موج11شکل )

rpm 6000 

 
های اندوکتانس متقابل  (: مقايسه تحليلي و عددی شکل موج12شکل )

 rpm 6000در 
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 گيری نتيجه -5

اي هق  دقیقق بقراي تخمقین عملکقرد در ماشقین     در این مقاله یک مدل 

ا ملاحظقه تقاثیر شقیارها، جهقت     مغناطیس دایم داخلی نوع شعاعی بق 

از روش آنالیز فوریه مبتنی مغناطیسی و الگوي سیم پیچی تدوین شد. 

بر روش زیرناحیه براي محاسبه پتانسیل بردار مغناطیسی، چگالی شقار  

نیروي ضد محرکقه الکتریکقی و   مغناطیسی، گشتاور الکترومغناطیسی، 

ایقن مقدل بقراي    خودالقایی و اندوکتانس متقابل استفاده شقده اسقت.   

محاسبه عملکرد یک موتور مغناطیس دایم داخلی نوع شقعاعی اعمقال   

شده است. مقایسه نشان می دهد که نتایج مدل پیشنهادي بقه خقوبی   

 ا نتایج تحلیل اجزاي محدود و نتایج تجربی همخوانی دارد.ب
 

 تقدير و تشکر
ژوهشی و فنقاوري دانشقگاه اراک    این پژوهش با حمایت مالی معاونت پ

 انجام شده است. 8468/93طی قرارداد شماره 
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