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هادف   س،یمااتر  لیتکم ی سألهم درقرار گرفته است. محققان مورد توجه بسیار  سیماتر لیموضوع تکم ریاخ یاه سالدر  :چکیده

. دوشا  یما انجاا    سیآن مااتر  یهاا  هیاز درا یتعداد محدود ی از مشاهدهبا استفاده  است که نییرتبه پا سیماتر کیکامل  یابیباز

گاراف شاده    سیماتر لیتکم زمینه پژوهشی یگراف موجب معرف یک به صورت سیماتر یها سطر نیارتباط ب یساز مدل ،نیهمچن

کال   راتییافزودن عبارت تغ قیاز طر با استفاده از داده های مشاهده شده سیماتر یابیباز، گراف سیماتر لیتکم ی مسألهدر است. 

به   د.نباش یپرت م یها شامل داده و زیآغشته به نو ،ها در عمل داده اما .دپذیر یمانجا   سیماتر لیتکم ی گراف به تابع هدف مسأله

 نیا در ا .شاود  یپرت گفته م ی داده، نکنند یرویها پ  آن یمشاهده شده متفاوت باشند و از ساختار کل یها  داده ریکه با سا ییها داده

ی پرت در مشااهدات ارائاه شاده اسات. رو      در شرایط وجود همزمان نویز و دادهگراف  سیماتر لیتکم یبرا دیجد یروش ،مقاله

 یسااز  هیشاب  جینتانماید.  میکل گراف استفاده  راتییتغ فیتعر یدار برا جهت نیلاپلاس سیاز ماتر GMCO-DLپیشنهادی با نا  

 باشد. یاز نظر خطا م یاز بهبود قابل ملاحظه ا یحاک یشنهادیرو  پ
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 96-89صفحه  -1402بهار  –شماره اول  -سال بيستم -ن برق و الکترونيک ايرانمجله انجمن مهندسي 

 تکمیل ماتریس گراف درحضور .../ احمدی و همکاران

 

 

 مقدمه -1

 معرفی تکمیل ماتریس -1-1
، حسگری فشرده افزایش توجه پژوهشگران به موضوع تحقیقاتیز پس ا

. اینن امنر موجن     [1] تعمیم آن به ابعاد بالاتر مورد بررسی قرار گرفت

ی تکمیل ماتریس  معرفی مبحث بازیابی ماتریس یا به بیان دیگر مسأله

تکمینل مناتریس بنه دنبنام کامنل نمنودن ینس مناتریس         شده است. 

های آن مناتریس   محدودی از درایه ی تعداد از روی مشاهده 1پایین رتبه

معادم با تنس بودن بردار  ،بودن ماتریس  [. در واقع تنس6-2] باشد می

شود. فرض رتبه پایین بودن مناتریس،   ماتریس تعریف می 2مقادیرتکین

باشند. در حالنت کلنی، بازینابی      ریس منی شرط اصلی برای تکمیل منات 

پننریر  هننای آن امکننان ی برخننی از درایننه ی مشنناهده منناتریس بوسننیله

پننایین بنودن موجنن  کنناهش تعننداد   باشنند و اعمننام شنرط رتبننه  نمنی 

شود. اما شرط رتبه پایین بودن نینز شنرط کنافی     های ممکن می جواب

ضنمین  باشند. بنرای ت   ی تکمیل مناتریس نمنی   برای یافتن پاسخ مسأله

هنای آن از   ی تعداد محدودی از دراینه  بازیابی ماتریس از روی مشاهده

شود. به کمنس معینار همدوسنی مناتریس      معیار همدوسی استفاده می

 نیاز جهت بازیابی ماتریس  توان کران پایین حداقل تعداد درایه مورد می

 [.6دست آورد ]ه ب را

در مسنائل مربنوط بنه پنرداز       پایین  نقنش مهمنی   های رتبه ماتریس

کنند. در بسنیاری از زمیننه هنای تحقیقناتی هم نون       سیگنام ایفا می

یادگیری  [، 14و4تخمین جهت منابع ][، 8-7و3-2تخمین هاپلوتایپ ]

[، بنا اینن دسنته از    16] 4نگاری حالنت کوانتنو    و بر  ] 15[ 3ماشین

ای موجود در ه ماتریس ها مواجه هستیم. به بیان دیگر بسیاری از داده

 های رتبه پایین تبعیت می کنند. جهان واقعی از مدم ماتریس

ی سایت  کننده یکی از مسائل معروف تکمیل ماتریس، سیستم پیشنهاد

فلیکس است. در این مسأله، کاربران مختلنف بنه عننوان     اجاره فیلم نِت

در نظنر گرفتنه    𝐗هنای مناتریس    هنا بنه عننوان سنتون     ها و فیلم سطر

𝐗ماتریس  شوند. می ∈ RN×L     در حالت کلی ینس مناتریس مسنتطیلی

دهی کاربران مختلف بنه   ی نمره ی نحوه دهنده های آن نشان است. درایه

ای  بیانگر نمنره  𝑥𝑖𝑗ی  باشند. به عنوان مثام درایه های گوناگون می فیلم

اُ   اختصاص داده است. هدف این است با  jاُ  به فیلم  iاست که کاربر 

هایی که  دهی کاربران به فیلم ی نمره استفاده از تکمیل ماتریس و نحوه

هایی که مشناهده   ها به فیلم دهی آن اند، میزان نمره قبلا مشاهده نموده

بینی نماییم. در واقع قصند دارینم، بنا فنرض دانسنتن       اند را پیش نکرده

-11ماتریس را به صورت کامل بازیابی نماییم ] تعداد کمی از درایه ها،

 [.17و  13

ی تخمننین دمننای  مثننام دیگننر بننرای سیسننتم پیشنننهادکننده مسننأله

باشند. هندف اینن مسنأله تخمنین دمنای        هنای هواشناسنی منی    پایگاه

هنای   های هواشناسی در طنوم سنام، بنا دانسنتن دمنای پایگناه       پایگاه

های هواشناسنی   دمای پایگاهباشد.  هواشناسی در برخی از ایا  سام می

های  های مختلف سام به عنوان ستون به عنوان سطرهای ماتریس و روز

، دمنایی   xijی  شوند. به عبارت دیگنر دراینه   ماتریس در نظر گرفته می

ا  ثبت کرده است. در این مسنأله بازینابی    jا  در روز  iاست که پایگاه 

های  ی جغرافیایی بین پایگاه ماتریس با استفاده از در نظر گرفتن فاصله

 [.10-9پریرد ] مختلف انجا  می

تکمیل ماتریس با مشاهدات آغشته به داده  -1-2

 پرت

هنای تحقیقناتی گنزار  شنده      در بسیاری از زمینه 5ی پَرت وجود داده

هنای    هایی کنه بنا سنایر داده    به داده ر اصطلاح. د[26-23 ،9-7است ]

هنا پینروی نکننند      مشاهده شده متفاوت باشنند و از سناختار کلنی آن   

ی تکمیل ماتریس نیز امکان وجود  شود. در مسأله ی پرت گفته می داده

ی  ی پنرت در مشناهدات وجنود دارد. بننه عننوان مثنام در مسننأله      داده

ی اشنتباهی   سهوی یا عمدی نمره تواند به صورت فلیکس، کاربر می نِت

توانند   ی پرت می به یس فیلم اختصاص دهد. به عبارت دیگر وجود داده

رو سنازد. در صنورت    پایین بودن ماتریس را با مشکل روبنه  ویژگی رتبه

ی پرت در مجموعه مشناهدات، بازینابی صنحیا مناتریس از      وجود داده

باشند.   پریر نمنی  کانهای آن ام ی تعداد محدودی از درایه مشاهده  روی

معرفی روشی که علاوه بر بازیابی مناتریس از مینان مشناهدات نناق       

ی پنرت را داشنته باشند،     آغشته شده به ننویز، تواننایی شناسنایی داده   

 بخشد.  عملکرد تکمیل ماتریس را بهبود می

 پرداز  سیگنال گراف -1-3

مختلنف   هایهای حجیم و کاربرد آن در بسیاری از زمینه  پرداز  داده

ی پرداز   های جدیدی در حوزه علمی و مهندسی موج  ایجاد چالش

ی  محاسبات زیناد و پی ینده   سیگنام های گسسته در زمان شده است.

های پرداز  سیگنام کلاسنیس موجن  شنده اسنت تنا اینگوننه        رو 

های با ابعاد بالا از دست بدهند. بندین   ها کارایی خود را برای داده رو 

محاسبات ناشنی از ابعناد     کاهش هایی که منجربه ایی رو منظور شناس

ها شود در دستور کار محققین این حوزه قرار گرفتنه اسنت.    بالای داده

گسسته بنه    ی تحقیقاتی پرداز  سیگناماین امر موج  معرفی زمینه

از ادغا  مفاهیم تئنوری گنراف و    DSPGشده است.  DSPGروی گراف یا 

از  سنیگنام بوجنود آمنده اسنت. در اینن      تحلیل های محاسباتی پرد

هنای سنیگنام گسسنته، بنه صنورت گنراف        مبحث ارتباط بنین نموننه  

گسسنته در زمنان     شود. تعمیم مفاهیم پرداز  سیگنام سازی می مدم
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 تکمیل ماتریس گراف درحضور .../ احمدی و همکاران

 

شنود   محسوب می DSPGهایی با ساختار پی یده، از فواید  برای سیگنام

  کناهش  ربنه هایی کنه منج  [. بدین منظور شناسایی رو 20-19و  12]

ها شود در دستور کار محققنین اینن    محاسبات ناشی از ابعاد بالای داده

ی تحقیقناتی  حوزه قرار گرفته اسنت. اینن امنر موجن  معرفنی زمیننه      

از  DSPGشنده اسنت.    DSPGگسسته به روی گراف یا   پرداز  سیگنام

ادغا  مفاهیم تئوری گراف و تحلیل های محاسباتی پنرداز  سنیگنام   

هنای سنیگنام    ده است. در اینن مبحنث ارتبناط بنین نموننه     بوجود آم

شود. تعمنیم مفناهیم پنرداز      سازی می گسسته به صورت گراف مدم

هایی با ساختار پی یده، از فواید  گسسته در زمان برای سیگنام  سیگنام

DSPG [.21شود ] محسوب می 

 

 معرفی سیگنال گراف -1-4
بین اعضای ینس مجموعنه   گراف یس مدلی ریاضی برای نمایش ارتباط 

هنایی کنه رئنوس     باشد. برای نمایش گراف از مجموعه رئوس و ینام  می

ی گراف یکنی   نظریه شود. کنند، استفاده می مختلف را به هم متصل می

هنا و   ی گراف از موضوعات مهم در ریاضیات گسسته است که به مطالعه

ردازد. ی ساختارهای گراف می پن  سازی مسائل تحقیقاتی به وسیله مدم

هننای  ی پننل مننیلادی و بننا حننل مسننئله 1736لئونننارد اویلننر در سننام 

ی گنراف بنرای    گراف نمنود و واهه  ی کونیسبرگ، اقدا  به معرفی نظریه

میلادی توسط جوزف سیلوستر برای این مدم  1878اولین بار در سام 

گراف ماننند    ی گراف به بررسی مفاهیم پایه . نظریهریاضی استفاده شد

هنای کامنل، زیرگنراف و بسنیاری از      سیر، قد ، درخت، گنراف درجه، م

های مختلفی برای بینان ریاضنی سناختار     پردازد. رو  مسائل دیگر می

گننراف یکننی از   6گننراف وجننود دارد. اسننتفاده از منناتریس مجنناورت  

تنوان بنه صنورت     منی   باشند. گنراف را   هنا منی   پرکاربردترین اینن رو  

G = (𝑉, 𝐀) ی  نمایش داد که در آن مجموعه𝑉 = {v0, v2, … , vN−1} 

 𝐀ی رئنوس گنراف و مناتریس     عضوی نشان دهننده  Nی  یس مجموعه

های مناتریس مجناورت را    درایه .باشد گراف می بیانگر ماتریس مجاورت

دهنیم. در ابتندا و بنرای سنادگی، مناتریس       نشنان منی   𝑎𝑛𝑚صورت  به

ود یا عد  وجود یام بین رئوس گیریم. وج مجاورت را باینری در نظر می

ی  شود. دراینه  های ماتریس مجاورت بیان می مختلف گراف توسط درایه

𝑎𝑛𝑚  بیانگر وجود یس یام از رأس𝑣𝑚  به رأس𝑣𝑛    است؛ در واقنع اگنر

وجنود دارد.  𝑣𝑛   بنه رأس  𝑣𝑚باشد، یس یام از رأس   1برابر  𝑎𝑛𝑚مقدار 

𝑎𝑛𝑚به طور مشابه  =  𝑣𝑛   بنه رأس  𝑣𝑚عد  وجود یام از رأس بیانگر  0

دار بنرای بینان    تنوان از مناتریس مجناورت وزن    باشد. هم نین منی  می

هنای مناتریس    تر میان رئوس گراف اسنتفاده نمنود. دراینه    ارتباط دقیق

کننند   دار مقادیر مختلف حقیقی و یا مختلط را اختیار می مجاورت وزن

[19.] 

بنه   𝑉ی رئنوس   توان به صورت نگاشتی از مجموعه سیگنام گراف را می

و یا در حالت کلی مختلط درنظر گرفت و بنه    Rمجموعه اعداد حقیقی

 صورت زیر تعریف نمود:

(1) 𝐬 ∶ 𝑉 → R ,
𝑣𝑛 → 𝑠𝑛

 

اختصاص داده  𝑠𝑖یس مقدار حقیقی )یا مختلط(  𝑣𝑖در واقع به هر رأس 

تحت یس گنراف مشنخ  را    𝐬شده است. به بیان دیگر سیگنام گراف 

 دهند: به صورت بردار نمایش می

(2) 𝐬 = [s0   s1   …   sN−1]T  ∈  RN 

 [. 10باشد ] برابر با تعداد رئوس گراف می Nکه در آن مقدار 

 

 مدل مساله  -2

 ‫‫‫‫‫‫‫ای ‫تکمیل ماتریس با استفاده از نر  هسته -2-1
برای توصیف مسأله تکمیل ماتریس نیازمند به تعریف اپراتور مشاهدات 

 هننای ای از اننندیس بننه عنننوان زیننر مجموعننه Mی  مجموعننههسننتیم. 

𝐗های ماتریس  درایه ∈ RN×L    به صورت زیر در نظر گرفته شده اسنت

[5:] 

(3) M ⊆ {1,2, … . , 𝑁} × {1,2, … . , 𝐿} 

𝑃در این صورت اپراتور مشاهدات  ∶  RN×L → RN×L   به صورت زینر در

 شود: نظر گرفته می

(4) [𝑃(𝐗)]ij = {
𝐗ij (i, j) ∈ M

0 otherwise
 

𝐓شود   فرض می ∈ RN×L    ماتریس رتبه پایینی باشد که قصند بازینابی

آن را داشته باشیم. مسنأله تکمینل مناتریس بنه صنورت زینر معرفنی        

 شود: می

(5) 
minimize rank(𝐗)

𝐗
subject to P(𝐗) = P(𝐓)

 

ی ماتریس در تابع هدف نامحدب  عبارت رتبه مسأله فوق به دلیل وجود

شنناخته   7ی دشنوار  است. هم نین  این مسأله به عنوان ینس مسنأله  

بنه عننوان    8ای از عبنارت ننر  هسنته    شود. برای حل اینن مشنکل   می

ی  شود. بدین ترتی  مسأله ی ماتریس استفاده می جایگزین محدب رتبه

 [.12گردد ] یل میسازی محدب تبد ی بهینه یس مسأله غیرمحدب به

(6) 
minimize ‖𝐗‖∗

𝐗
subject to P(𝐗) = P(𝐓)
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 96-89صفحه  -1402بهار  –شماره اول  -سال بيستم -ن برق و الکترونيک ايرانمجله انجمن مهندسي 

 تکمیل ماتریس گراف درحضور .../ احمدی و همکاران

 

 

.‖کننه در آن   ای منناتریس اسننت و بننه صننورت   نمنناد نننر  هسننته ∗‖

شنود. تحنت شنرایط     جمع مقادیر تکین یس ماتریس تعریف می حاصل

سازی رتبه و مسأله محدب آن، معنادم هسنتند و    مناس  مسأله کمینه

باشند. در بحث فوق، مسنأله تکمینل مناتریس در     دارای پاسخ یکتا می

هنای   ی نویزی درایه حالت عد  وجود نویز  بررسی شد. هنگا  مشاهده

𝐓شود: ی تکمیل ماتریس به صورت زیر بیان می ، مسأله 

(7) 
minimize ‖𝐗‖∗

𝐗
subject to ‖P(𝐗) − P(𝐓)‖F ≤ ε

 

ها را بر عهنده دارد.   ی کنترم مقدار نویز مجاز در درایه وظیفه εپارامتر 

.‖هم نین،  ‖F  ی  برابر بنا ریشنه  بیانگر نر  فربینیوس بوده و مقدار آن

باشد. در ادامه بررسنی   مجرور درایه های ماتریس میدو  حاصل جمع 

 مساله تکمیل ماتریس با استفاده از مفاهیم گراف می پردازیم.

  تکمیل ماتریس گراف -2-2

Gسازی شده توسط گراف  هر سیگنام گراف مدم = (V, 𝐀)  به صورت ،

𝐱(𝑙)شنود،   یس بردار درنظر گرفته منی  ∈ RN هنای مناتریس    سنتون  هنا

𝐗 ∈ RN×L    شنود.   هستند و به عنوان سیگنام گراف درنظر گرفتنه منی

Gها از ساختار یکسان گرافی 𝐱(𝑙)ی  همه = (V, 𝐀) کنند. به  تبعیت می

ها توسط یس ساختار گرافِ 𝐱(𝑙)های  عبارت دیگر ارتباط بین تما  درایه

 شود.  سازی می مشخ ، مدم

ی تکمینل   یکی از مشکلاتی که در رو  های ارائه شنده بنرای مسنأله   

ماتریس با آن رو به رو هستیم، عد  درنظرگرفتن ارتباطِ موجنود بنین   

در حالنت کلنی   هنای مناتریس اسنت.     هنای سنطرها و ینا سنتون     درایه

ماتریس، بهبود در عملکنرد   های درنظرگرفتن چنین ارتباطی بین درایه

 بنا در نظنر گنرفتن    بازسازی آن ماتریس را بنه دنبنام خواهند داشنت.    

𝐓منناتریس  ∈ RN×L ی تکمیننل  ، مسننأله هننا بننه عنننوان منناتریس داده

 [:16شود ] ماتریس گراف در حالت بدون نویز به صورت زیر تعریف می

(8) 
minimize S2(𝐗) + β‖𝐗‖∗

𝐗
subject to P(𝐗) = P(𝐓)

 

S2(𝐗)برابر با  S2(𝐗)که  = ∑ S2(𝐱(𝑙))L
l=1 = ‖𝐗 − 𝐀𝐧𝐨𝐫𝐦𝐗‖F

ننر     2

 تغییرات کل گراف است.

𝐀𝐧𝐨𝐫𝐦ماتریس مجاورت نرمالیزه گنراف   𝐀𝐧𝐨𝐫𝐦 هم نین، =
1

|λmax|
𝐀 

است. افزودن عبارت نر  تغییرات کنل گنراف موجن  بهبنود عملکنرد      

موجن   سنازی اینن عبنارت     شنود. کمیننه   ی تکمیل ماتریس می مسأله

های  ای ستونه شود، مقدار سیگنام در هر رأس گراف یا همان درایه می

ادیر سنیگنام در رئنوس   ، به صنورت ترکین  خطنی از مقن     𝐗 ماتریس

مجموعه همسایگی آن رأس بازیابی شود. در واقع اضافه شندن عبنارت   

هنای   شود تا سیگنام گراف متناظر با ستون نر  تغییرات کل موج  می

هنای   هموار باشند. بنه عبنارت دیگنر سنتون     𝐗ی  ماتریس بازیابی شده

اسنکالر   های کم گراف قرار دارند. عدد در زیر فضای فرکانس 𝐗ماتریس 

β    نیز میزان تاثیرگراری دو عبارت تابع هدف در بازینابی𝐗   را کنتنرم

بزرگتنر باشند،    β[، هنر چنه   8] SVTنماید. در واقع هماننند رو    می

 .یابد هسته ای نسبت به نر  تغییرات کل افزایش می  گراری نر  تاثیر

ای  سازی مجموع  نر  تغییرات کل و نر  هسته مسأله ذکر شده با کمینه

نماید. ماتریس بازیابی شده ماتریسی  را بازیابی می 𝐓، ماتریس𝐗 متغیر 

توان به جای استفاده از  های هموار خواهد بود. می پایین و با ستون رتبه

𝑃اپراتور مشاهدات  ∶  RN×L → RN×L ای از ماتریس مشاهدات ناق  بر

تر مسأله اسنتفاده نمنود. مناتریس مشناهدات نناق ، بنرای        بیان ساده

Mی مشاهدات  مجموعه ⊆ {1,2, … . , N} × {1,2, … . , L}    بنه صنورت ،

 شود: زیر تعریف می

(9) ( 𝐓M)ij = {
 (𝐓)ij (i, j) ∈ M
    𝟎         o. w  

 

بننه صننورت زیننر بازنویسننی و  (8) ی ی رابطننه در ایننن صننورت مسننأله

GMCM
 [:18شود ] نامیده می 9

(10) 
minimize S2(𝐗) + β‖𝐗‖∗

𝐗
subject to  𝐗M =  𝐓M

 

به صورت زیر تعرینف   𝐓Mدر حالتی که داده با نویز آغشته شده باشند، 

 گردد: می

(11)  𝐓M =  𝐗M +  𝐙M =  (𝐗 + 𝐙)M 

𝐙ماتریس  ∈ RN×L باشد. بدین ترتی ، مسأله تکمینل   ماتریس نویز می

ماتریس گراف در حالت وجود نویز در مشاهدات، به صورت زیر تعرینف  

 گردد: می

(12) 
minimize S2(𝐗) + β‖𝐗‖∗

𝐗

subject to ‖ (𝐗 − 𝐓)M‖𝐅
2 ≤ ε

2
 

های مشاهده شده را کنترم  ی مجاز برای درایه مقدار خطا 𝜀که پارامتر 

تنوان بنه ینس مسنأله      سازی مقید فوق را منی  ی بهینه نماید. مسأله می

ها  پارامتر سازی غیرمقید تبدیل نمود. برای این کار از رو  تنظیم بهینه

GMCRسنازی بنه دسنت آمنده رو      ‫شود. مساله بهینه استفاده می
10 

 ‫‫‫‫‫‫‫[:9نامگراری شده است ]
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 تکمیل ماتریس گراف درحضور .../ احمدی و همکاران

 

(13) minimize ‖ (𝐗 − 𝐓)M‖𝐅
2 + αS2(𝐗) + β‖𝐗‖∗

𝐗
 

 استفاده شده است. βو  αهای تنظیم  در این رو  از پارامتر

رو  پیشنهادی برای تکمیل ماتریس گراف  -3

 (GMCO-DLدرحضور داده پرت )

ی  های مشاهده ی پرت را در درایه در این بخش حالت وجود نویز و داده

گیریم. ابتدا مسأله را بنرای مشناهدات ننویزی معرفنی      در نظر میشده 

AWGNشنونده )  کنیم. از مدم نویز سنفید گوسنی جمنع    می
( بنرای  11

کنیم. برای در نظنر گنرفتن    آغشته کردن مشاهدات به نویز استفاده می

 کنیم: نویز، ماتریس مشاهدات ناق  را به صورت زیر تعریف می

(14) 𝐓M =  𝐗M + 𝒁 =  𝐗M +  𝐙M 

𝐙ی فننوق  در رابطنه   ∈ RN×L  منناتریس نننویز و 𝐙M ∈ RN×L  منناتریس

هنایی کنه    باشند. به  دلیل اینکه تنها به دراینه  مشاهدات ناق  نویز می

 𝐙M و  𝐙توان نویز اضافه نمود، لرا مناتریس هنای    شوند می مشاهده می

معادم یکدیگر هستند. مسأله تکمیل ماتریس در حالت وجود ننویز در  

 گیریم. شده در نظر می  مشاهدههای  درایه

(15) 
minimize ‖𝐋di𝐗‖F

2 + β‖𝐗‖∗

𝐗, 𝐙

subject to ‖𝐙‖𝐅
2 ≤ ε

2
 

دار  گراف اسنت کنه بنه صنورت      ماتریس لاپلاسین جهت 𝐋diکه در آن 

𝐋di = 𝐃in − 𝐀 تعریف می شود و 𝐃in رئوس ی ورودی ماتریس درجه 

 [. 20گراف است ]

صنورت زینر تعرینف    ی پرت بنه   ماتریس مشاهدات ناق  با وجود داده

 نماییم: می

(16) 𝐓M =  𝐗M +  𝐙M + 𝐖 =  𝐗M +  𝐙M +  𝐖M 

𝐖کنننه  ∈ RN×L ی پنننرت و  مننناتریس داده 𝐖M ∈ RN×L  مننناتریس

معنادم   𝐖Mو  𝐖باشند. ماتریس های  ی پرت می مشاهدات ناق  داده

های مشناهده   توان تنها در داده ی پرت را می یکدیگرند؛ زیرا وجود داده

ی پرت را به صورت تننس در   شده در نظر گرفت. ساختار ماتریس داده

𝐖های  گیریم. به این معنا که اکثر درایه نظر می ∈ RN×L  مقدار صفر را

پنرت  ی  ی تکمیل ماتریس در حضور نویز و داده کنند. مسأله اختیار می

 کنیم: را به صورت زیر بیان می

(17) 

minimize α‖𝐋di𝐗‖F
2 + β‖𝐗‖∗ + γ‖𝐖‖0

𝐗, 𝐖, 𝐙

subject to ‖ 𝐙M‖𝐅
2 ≤ ε

2

𝐓M = (𝐗 + 𝐙 + 𝐖)M

 

.‖ی فوق،  در رابطه های  است و مقدار آن با تعداد درایه 𝑙0بیانگر نر   0‖

باشد و برای تعرینف   محدب نمی 𝑙0شود. نر   غیر صفر ماتریس برابر می

دلینل اسنتفاده    کنیم. استفاده می 𝑙1سازی محدب از نر   ی بهینه مسأله

ی  های ماتریس داده آگاهی از صفر بودن تعداد زیادی از درایه 𝑙0از نر  

با حل مساله  GMCO-DLباشد. بدین ترتی  رو  پیشنهادی  پرت می

 پریرد. سازی زیر انجا  می بهینه

(18) 

minimize α‖𝐋di𝐗‖F
2 + β‖𝐗‖∗ + γ‖𝐖‖1

𝐗, 𝐖, 𝐙  

subject to
 

‖ 𝐙M‖𝐅
2 ≤ ε

2

𝐓M = (𝐗 + 𝐙 + 𝐖)M

 

.‖که در آن  𝐖است و بنرای مناتریس    𝑙1نر   1‖ ∈ RN×L   ی  از رابطنه

 شود: ر محاسبه میزی

(19) ‖𝐖‖1 = ∑ ∑ wij

L

j=1

N

i=1

 

 ‫‫‫‫‫‫‫سازی‫نتایج شبیه -4

  پایگاه 150ی مورد استفاده در این مقاله مربوط به دمای  داده

باشد که برای بررسی  هواشناسی ایالات متحده در طوم یس سام می

[. برای تولید داده، 17و10استفاده شده است ] GMCRعملکرد رو  

𝐓ها را با  ماتریس دمای پایگاه ∈ RN×L دهیم. هر سطر  نمایش می

ماتریس متناظر یس پایگاه هواشناسی و هم نین هر ستون ماتریس 

مقادیر  𝐓باشد. بنابراین برای ابعاد ماتریس  نماینده یس روز از سام می

150 =N   365و =L  شود. برای دستیابی به ساختار گراف  حاصل می

ستفاده شده است. ها نسبت به هم ا ی جغرافیایی پایگاه مسأله از فاصله

 8هر رأس گراف به یس پایگاه اختصاص داده شده است و هر رأس به 

ی جغرافیایی  ها از نظر فاصله نآ متناظر با های رأس دیگری که پایگاه

ی کمتری دارند، وصل شده است. به عبارت دیگر هر رأس توسط  فاصله

دار به سایر رئوس وصل شده است؛ بنابراین ماتریس  یام جهت 8

توان گفت که  باشد. به طور شهودی می دار می مجاورت گراف، جهت

مناطقی که از نظر جغرافیایی به هم نزدیکتر هستند دمای مشابهی 

های در نظر گرفته شده به صورت  دارند. ساختار گراف حاکم بر داده

ی سیگنام گراف  دهنده نشان نمایش داده می شود. این شکل 1کل ش
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های گراف  باشد. سیگنام اشناسی در یس روز میهو  های ی پایگاه دما

𝐭(𝐥)را به صورت )بالا(  1شکل  ∈ 𝐑𝐍  و به عنوان ستون ماتریس𝐓  در

های مختلف در یس روز  اهبیانگر دمای پایگ 𝐭(𝐥)هر  شود. فته میگر نظر 

داده  سیماتر نیتک رینمودار مقاد)پایین(  1در شکل . باشد مشخ  می

T  ی  های ماتریس داده ستونرسم شده است. از آنجایی که𝐓 ،

داده شده در  های گراف هستند و همگی از ساختار گراف نشان سیگنام

 بایتقر  داده سیماتر شود که ، نتیجه میکنند تبعیت می 1شکل 

 ریها، مقاد آن هینسبت به بق سیماتر نیاست؛ پنج مقدار تک نییپا رتبه

 ست.ا مودهن اریرا اخت یبزرگتر

 

ری نر  افزا و بسته MATLABها با استفاده از نر  افزار  سازی شبیه

CVX سازی محدب استفاده شده  ی بهینه به منظور حل مسائل پی یده

در این بخش میزان خطای بازیابی ماتریس را بر حس  درصد  است.

کنید که  نماییم. به عنوان مثام فرض های مشاهده شده رسم می درایه

در هر مرحله  ،% باشد. در این صورت20ها برابر  مشاهدات درایهدرصد 

را به صورت  ها % از درایه20های تکمیل ماتریس،  از اجرای رو 

با استفاده از ماتریس مشاهدات ناق   شود. سپس، میتصادفی انتخاب 

ها از مشاهدات  سازی . در شبیهشود میداده تشکیل ( 9) ی رابطه

از هر شده است که . به عبارت دیگر فرض ستشده ایکنواخت استفاده 

احتمام انتخاب  شده است وشاهده سطر و ستون حداقل یس درایه م

 شده های مشاهده با استفاده از درایه س،سپ ها یکسان است. سایر درایه

برای  GMCO-DL  پیشنهادی رو  ی پرت، آغشته شده به نویز و داده

 ه شده است. استفادهای ماتریس  سایر درایه بازیابی

 

 

 

های هواشناسی ایالات متحده  ساختار گراف پایگاه)بالا( : (1)شکل 

 Tداده  سیماتر نیتک رینمودار مقاد )پایین(  [19]

 

بار این مرحله را تکرار می کنیم.  10برای هر درصد مشاهدات مشخ  

روز از روز های سام را به صورت  50هم نین، در هر مرحله دمای 

در  گیریم. در نظر می 𝐓های  تصادفی انتخاب کرده و به عنوان ستون

N 150واقع برای ابعاد ماتریس مقادیر  L 50و  =  شود. حاصل می =

های پرت  را در شناسایی داده GMCO-DLدر این بخش عملکرد رو  

در  GMCO-DLسازی  ی بهینه دهیم. مسأله مورد بررسی قرار می

سازی این ماتریس، پارامتری  . برای پیاده( بیان شده است18ی ) رابطه

نماییم. این پارامتر بیانگر،  ی پرت تعریف می را به عنوان درصد داده

ی پرت نسبت به تعداد کل  آغشته شده به داده یها تعداد درایه

باشد. با در نظر گرفتن یس مقدار ثابت برای  های مشاهده شده می درایه

SNR هایی که با   و در درصد مشاهدات متفاوت اقدا  به شناسایی درایه

توضیحات مربوط به  1اند می نماییم. جدوم  های پرت آغشته شده داده

 دهد: ان میسازی این بخش را نش شبیه

 

در مشاهدات  GMCO-DLرو   یساز هیشب شرایط: (1)جدول 

 کنواختی

 سیماتر ابعاد

 داده
 مشاهدات درصد

 ی داده درصد

 پرت
SNR(dB) 

𝐓
∈ R150×50 

 5 %10 %60%تا 20

 

نشان داده شده  2در شکل های پرت  نتایج حاصل از شناسایی داده

نمودار، نمایی از است که از پنج نمودار تشکیل شده است و هر 

ماتریس در درصد مشاهدات مختلف را نشان می دهد. در این نمودارها، 

ی پرت اضافه شده  ها داده هایی است که به آن نقاط قرمز بیانگر درایه

نتوانسته آن ها را تشخی  دهد. هم نین نقاط   GMCO-DLو   است

ی  هبه عنوان داد GMCO-DL است که هایی ی درایه دهنده آبی نشان

 ی  های آغشته شده به داده پرت شناسایی کرده است. تعداد کل درایه
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سازی بیانگر  پرت در زیر هر نمودار نشان داده شده است. نتایج شبیه

های پرت برای  عملکرد مطلوب رو  پیشنهادی در شناسایی داده

پرت های  باشد. دقت شناسایی داده می 1اطلاعات بیان شده در جدوم 

د. به عبارت دیگر رو  باش درصد می 95در حدود  در این رو 

GMCO-DL بدین  کند. تر عمل می موفق رتهای پَ در شناسایی داده

شود  های مختلف نتیجه می  ترتی  با اجرای متعدد الگوریتم برای داده

ی پرت مقاو  است. این بدان علت است  در برابر داده GMCO-DLکه 

سازی  ت تغییرات کل برای مدمماتریس و عبار  𝑙1که عبارت نر  

 ها به مسأله اضافه شده است. ارتباط بین درایه

در بازیابی ماتریس  GMCO-DLهم نین برای مقایسه میزان کارایی 

 نماییم. استفاده می RMSEاز معیار 

(20) RMSE = √
1

N ∗ L
∑ ∑(𝐓ij − 𝐗ij)

2

L

j=1

N

i=1

 

در شرایط GMCO-DL میزان خطای بازیابی ماتریس از طریق رو  

قابل مشاهده  3ی پرت در شکل  مشاهدات آغشته شده به نویز و داده

شود. این  سنجیده می GMCRاست. کارایی این رو  نسبت به رو  

 نمایند.  اقدا  به بازیابی ماتریس می 1شکل بر اساس اطلاعات جدوم 

 در مقایسه با رو  مرجع GMCO-DL رو  پیشنهادی کارایی

GMCR  ی پرت در مشاهدات  . وجود دادهشده استسه مقای 3در شکل

توانایی بازیابی ماتریس را نداشته  GMCRموج  شده است تا رو  

باشد. به عبارت دیگر، حتی در هنگامی که درصد مشاهدات افزایش 

پریر نیست. زیرا  امکان GMCRیابد، امکان بازیابی ماتریس از رو   می

 ، داده پرت درنظر گرفته در تابع هدف و مدم ریاضی ماتریس مشاهده

 

 نشده است. 

 

 گیری نتیجه -5

در این مقاله، مساله تکمیل ماتریس گراف در حضنور داده پنرت منورد    

معرفی شده GMCO-DL بررسی قرار گرفته است. بدین منظور رو  

دار برای تعرینف عبنارت    است. در این رو  از ماتریس لاپلاسین جهت

دهنند   سازی نشنان منی   تغییرات کل گراف استفاده نمودیم. نتایج شبیه

هایی را که به  درصد درایه 90تواند بیش از  می GMCO-DLکه رو  

شنود تنا    اند، شناسایی نماید. این امر سب  می ی پَرت آغشته شده داده

گوریتم پیشنهادی، ماتریس مورد نظر را با خطای کمتری نسنبت بنه   ال

  بازیابی نماید. GMCRرو  
 

 
 بر حسب درصد مشاهدات  RMSEیار : خطا بازیابی در مع(3)شکل 

 

 

 ی پرت برای درصد مشاهدات متفاوت در شناسایی داده GMCO-DL(: عملکرد 2شکل )   
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